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Iterationsverfahren fiir nichtsymmetrische
Gleichungssysteme und Approximationsmethoden
im Komplexen

M. Eiermann®2, R. S. Varga®?2, Kent, Ohio, W. Niethammer!, Karlsruhe

Lineare Gleichungssysteme, die heute in den verschiedenen Anwendungen
auftreten, sind hiufig grofs — 10° und mehr Unbekannte kommen oft vor —, und
die Koeffizientenmatrizen sind diinn besetzt. Die iterative Losung solcher Systeme
ist ein immer wieder aktuelles Problem der Numerik. Verfahren fiir Systeme mit
symmetrischer Koeffizientenmatrix, wie sie beispielsweise bei der Diskretisierung
elliptischer Randwertaufgaben entstehen, sind schon frither griindlich studiert wor-
den; die entsprechenden Ergebnisse finden sich in den Monographien von Varga
[53], Young [57] und Hageman-Young [23].

In den letzten Jahren werden zunehmend nichtsymmetrische lineare Glei-
chungssysteme betrachtet. Um fiir solche Systeme Iterationsverfahren zu konstru-
ieren und zu analysieren, werden hiufig Konzepte der Summierungstheorie, der
Theorie der konformen Abbildung und der komplexen Approximationstheorie
herangezogen; einige Schlagworte in diesemn Zusammenhang sind maximale Kon-
vergenz von Polynomen, Interpolation in gleichverteilten Knoten und Faber-

- Entwicklungen. Ziel dieser Ubersicht ist es, diese Verbindung zwischen komplexer
Analysis einerseits und numerischer linearer Algebra andererseits aufzuzeigen und
dabei den Nutzen funktionentheoretischer Methoden fiir die Untersuchung itera-
tiver Verfahren herauszustellen.

1 Problemstellung und Ubersicht

Gegeben seien eine nichtsingulire Matrix A € C™" und ein lineares Glei-
chungssystem Ax = b. Mit Hilfe einer Zerlegung der Koeffizientenmatrix A = M=}
M nichtsinguliir, kann man dieses System auch in der dquivalenten Form

(1.1) Mx=Nx+b oder x=Tx+c,

T :=MIN=1-M"A und ¢ := M'b, schreiben. Die Fixpunktgestalt von (1.1)
fihrt in natiirlicher Weise auf das Iterationsverfahren

(1.2) X€C" Mxy, =Nxy-;+b oder x5, =Txy-;+c (m=1),
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das oft Verfuhren der sukzessiven Approximation genannt wird (vgl. Faddejev
Faddejewa [ 13, S. 222]).

Jede Zerlegung A = M — N erzeugt auf diese Weise ein I[terationsverfah
sinnvollerweise wird man aber verlangen, dafd M einfach zu invertieren ist, ode
dafd man das System (1.2) leicht nach x, auflésen kann. Ist A=D — L — R die
Standardzerlegung von A, d. h. D ist eine Diagonalmatrix, L eine echte untere

" und R eine echte obere Dreiecksmatrix, so filhrt die Zerlegung M = D zum
Gesamtischritt- oder Jacobi-Verfahren, M = D — L zum Einzelschritt- oder Gau
Seidel-Verfahren und M = w™'D — L (w # 0) zum Verfahren der Successive-
Over-Relaxation (SOR-Verfahren). Weitere Zerlegungen und die zugehorigen
Iterationsverfahren sind z. B. bei Varga [53] beschrieben.

Ist x = (1 — T) !¢ die eindeutig bestimmte Ldsung von (1.1), so gilt fii
den Fehlervektorey, = x — Xy
(1.3) en=T"e, (m=0).

Sind 7;(1 <j < n) die Eigenwerte von T, dann bezeichnen wir mit
o(T) :={7;: 1 <j<n} das Spektrum von T und mit p(T) := max {|7|: 7 € o(
den Spektralradius von T. Aus (1.3) folgt, daf die Iteration (1.2) genau dann |

jeden Startvektor x, gegen die Loésung x konvergiert, wenn o(T) < 1 erfiillt ist
Auflerdem gilt fir jede Norm in C"

1/m
llem Hl .

legll

(1.4) Tim sup

m = e 30?&0

(vgl. Varga [53, S. 67]); wir bezeichnen deshalb p(T) als asymprotischen Kony
genzfaktor der Vektorfolge {Xntm > o, die durch (1.2) definiert ist. Ein weiter
hiufig verwendetes Maf’ fiir die Konvergenzgeschwindigkeit der Iteration (1.2
ist, falls p(T) < 1, die asymptotische Konvergenzrate, die durch

(1.5 R(D) :=-1Inp(T)

erklirt ist ([53, S. 67]). Grob gesagt mufs man durchschnittlich R(T)™* Schritt
der Iteration (1.2) durchfiihren, damit die Norm des Ausgangsfehlers e, = x —
um den Faktor 1/e reduziert wird.

Um nun in Fillen, in denen die Folge {Xy }m » ¢ von (1.2) divergiert, K
vergenz zu erzwingen, oder um die Konvergenz dieser Folge zu beschleunigen,
bietet es sich an — wie Forsythe [14] und Varga [53, S. 133] bemerkten — Me
den der Summierungs- oder Limitierungstheorie einzusetzen. Wir betrachten ¢
Summierungsverfahren, die durch eine unendliche untere Dreiecksmatrix defi-
niert sind (vgl. Zeller-Beekmann [59, S. 5]); diese Klasse ist fiir unsere Zwecke
einerseits geniigend allgemein, andererseits ist sie unter konstruktiven Gesicht:
punkten besonders niitzlich.

Dazu bilden wir mit Hilfe der Matrix

To,0

Tyo M1 O

= 4 >0,0<j<
o . Tmi€C (m>0,0<j<m),
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und der Folge {Xm}m > o von (1.2) die Vektoren

m

(LD Ym= 3 Tmyx (m>0);
j=0
¥m kann also als Mittel der Iterierten X, . . ., X mit eventuell komplexen Koef-
fizienten 7, ; aufgefafst werden.
Falls der Startvektor x, in (1.2) gleich der Lsung x von (1.1) ist, so gilt
X = X (m = 0). In diesem Fall erwarten wir y,, = x flir alle m > 0. Fur die Trans-
formationsmatrix P bedeutet dies, daf} ihre Zeilensummen gleich 1 sind:

m
(1.8) Y mTp =1 (m=0).
i=o
Der Fehler &, = x — v, der transformierten Folge erfiillt

m

m
B = Y TmiX~ 2 TmjX;= 2, Tm,j€j;
i=o0 i=o i=o

d. h. wir erhalten aus (1.3)

m

(1.9 5m=( Y ﬂm,jTj)e(,:pm(T)eo (m = 0)
i=o

mit den Polynomen

m

(1.10) pm(z) = ) w20 (m=0).

j=0
Die Matrix P definiert also eine Folge {Pm}m > o von Polynomen mit komplexen
Koeffizienten und den Eigenschaften grad (py) < m sowie wegen (1.8)

(1.11) pu(l)=1 (m=0).

Unsere Aufgabe ist es demnach, die Matrix P, d. h. die Polynomfolge {Pm}m > o>
so zu wihlen, daB die Vektoren y,, méglichst schnell gegen die Losung x von (1.1
— oder iquivalent, die Fehler €, moglichst schnell gegen 0 — streben.

Weil bei der Konstruktion der Vektoren v, zuerst nach (1.2) iteriert und
anschlieend nach (1.7) rein algebraisch eine Linearkombination der Iterierten
gebildet wird, nennt Varga [52] ein Verfahren (1.7) eine semiiterative Methode
in bezug auf die Iteration (1.2), Forsythe [ 14] spricht von linear acceleration;
wegen (1.9) wird hiufig auch die Bezeichnung polynomiale Konvergenzbeschleu-
nigung benutzt (siche Young [57], Hageman-Young [23] u. a.).

Fiir symmetrische positiv definite Matrizen sind solche polynomialen
Methoden vielfach untersucht worden; die verschiedenen Ansitze sind z. B. bei
Varga [53, S. 159] und Householder [25, S. 114] beschrieben. Householder unter
scheidet zwischen ,,Methods of Projection® (vgl. [25, § 4.2]) und ,,Norm-Reducin
Methods* (vgl. [25, § 4.3]). Projektionsmethoden — hier ordnen sich beispiels-
weise das Verfahren der konjugierten Gradienten (vgl. [24]) und die Lanczos-
Iteration (vgl. [29]) ein — werden in den letzten Jahren zunehmend auch zur
Losung nichtsymmetrischer Gleichungssysteme herangezogen (vgl. Saad-
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Schultz [46]; dort werden einige der wichtigsten Arbeiten zu diesem Probleml
zitiert). Wir werden uns hier ausschliefblich mit der Klasse der ,,Norm-Reducin
Methods‘ beschiftigen; Householder weist im Zusammenhang mit diesen Ver
fahren darauf hin, daft fur den Fall nichtreeller Eigenwerte von T ,,no theory |
been developed®. Uber Fortschritte in dieser Richtung soll hier berichtet
werden.

Wir beschreiben nun kurz ein Beispiel, das von verschiedenen Autoren
ebenfalls als ,,Modellproblem** fiir iterative Verfahren zur Losung nichtsymme
trischer Gleichungssysteme verwendet wurde (vgl. etwa Hageman-Young [23,
Chapter 12.6] oder Saad [45]). Auch in den folgenden Abschnitten werden w
uns hiufig auf dieses spezielle Beispiel beziehen:

Beispiel 1.1. Wir betrachten die Randwertaufgabe

(1.12) uux, y) +uyy(x, y) +yu(x, y) = (%, y), (x,y) €S,
u(x,y)=0, (x,y) €08,

it Einheitsquadrat S = {(x, y) € R?: 0 <x, y < 1} mit dem Rand 0S. Hier be
nen 7y eine reelle Konstante und f : S U 6S — R eine stetige Funktion. Man ka
(1.12) als einfachen Prototyp einer Konvektions-Diffusionsgleichung ansehen
v entspricht dann der Reynoldszahl. Diskretisiert man dieses Problem unter V
wendung zentraler Differenzen mit der Schrittweite h = 1/(N + 1) in beiden K
dinatenrichtungen, so erhiilt man ein lineares Gleichungssystem Ax = b, desse
Koeffizientenmatrix A € R™" mit n := N? (fiir kleines h) sehr grof, aber diinn
besetzt ist.

Dieses Problem ist fiir Testzwecke deshalb gut geeignet, weil man die
Eigenwerte des Gesamtschritt- oder Jacobi-Operators T := I —~ D™ A explizit
kennt; es gilt nimlich (vgl. Young-Jea [58]):

o(T) :={cos (m/(N + 1))/2 + im cos (mk/(N+ 1))/2: 1 <j, k<]
mit A 1= vh/2. Fiir A* > 1 hat T komplexe Eigenwerte, die alle in dem Rechte
(1.13) Ryp={z€C:|Rez|<q, |[Imz|<f} mit
(1.14) a:=cos(m/(N+1)/2<1/2, B :=4/AF—1cos (m/(N +1))/2

enthalten sind; « ist demnach unabhiingig von A, withrend § mit A wichst. Fiir
die Schrittweite h = 0.1 erhilt man o = 0.4755; Tabelle 1 am Ende des dritter
Abschnitts zeigt § sowie den Spektralradius p(T) = (& + §*)!/* fiir einige Wert
von A. Offensichtlich divergiert das Gesamtschrittverfahren fiir betragsgrofie ?
so ergibt sich fiir A = 250 beispielsweise p(T) = 118.9.

Ist nun eine semiiterative Methode durch eine Matrix P gemif’ (1.7) d
niert, so gilt nach (1.9) fiir den Fehler é,, = p,, (T)e,. Kennen wir nun wie im
spiel 1.1 die Eigenwerte von T, so kénnten wir fiir p,, ein Vielfaches des char:
teristischen Polynoms von T wihlen und hitten €, = 0 (m = n) nach dem Sat
von Cayley-Hamilton. Diese ,,triviale** Losung verbietet sich in der Praxis aus
Grinden: Einmal wird man in der Regel die Eigenwerte von T nicht kennen, :
anderen erwartet man bei Systemen mit grofier Ordnung n einen ausreichend
nen Fehler schon nach sehr viel weniger als n Schritten.
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Dagegen ist es realistisch anzunehmen, daft man einen kompakten Bereic
€2 C C kennt, der o(T) enthilt, wie im Beispiel 1.1 das Rechteck R, ;. Weil das
System (1.1) x = Tx + ¢ nach Voraussetzung eindeutig 16sbar ist, gilt 1 € o(T),
und wir kénnen 1 & & annehmen. Die Polynomfolge {pX 1, > o, deren Glieder
das Minimierungsproblem

min {max |pg (2)] : pm(1) = 1, grad (p,,) < m}
268

16sen, erzeugt in gewisser Weise eine optimale semiiterative Methode fiir unser
Problem (vgl. Abschnitt 3). Diese Polynome existieren immer, sind jedoch nur
bei einigen speziellen Bereichen £ konstruktiv zuginglich.

Wir beschrinken uns deshalb darauf, asymptotisch optimale Verfahren z
konstruieren. Dazu wird dhnlich wie in (1.4) ein asymptotischer Konvergenzfak-
tor k(§2, P) von 2 beziiglich P definiert (§ 3). Weifs man a priori, daft das Spek-
trum der Matrix T in £2 enthalten ist, so ist — grob gesagt — k(§2, P) eine obere
Schranke fiir den Konvergenzfaktor lim [|€,, |/™ der Fehlerfolge (1.9) des durc

m > oo

P induzierten semiiterativen Verfahrens. Das Infimum von k(£2, P) iiber alle P

nennen wir schlieflich den asymptotischen Konvergenzfaktor k(§2) von §2. Dara

kann man folgern, daf’ es keine semiiterative Methode (1.7) gibt, so daft der Kon

vergenzfaktor Lm [|€y[|Y™ fiir jede Matrix T mit o(T) C € kleiner als k(§2) wirc
m - o0

Ein von P induziertes Verfahren heil’t aus diesem Grund asymptotisch optimal fi
£, wenn k(§2, Py = x(£2) ¢ilt (§ 4).

Um Aussagen Uber solche asymptotisch optimalen Verfahren zu gewinne
wird in § 2 zu einer gegebenen Matrix P, oder dquivalent zu einer Polynomfolge
{Pm }m > o ine weitere Folge {qy — 1} m > 1 gemifd

(L15) qm-1(2) = (1 —pp(2)/(1 ~2)

eingefiihrt; wegen p,, (1) = 1 ist qy - ; ein Polynom vom Grad m — 1, das die Fun
tion 1/(1 — z) in den Nullstellen E(im)(i =1,..., m) von p,, interpoliert. Die Null-
stellen £™)(m > 1; 1 <i < m) bilden eine unendliche Knotenmatrix Kp; jedes
semiiterative Verfahren ist eindeutig durch {Pm}m > 0> {Qm — 1} m > ; 0der durch K
bestimmt (Lemma 2.1). Der durch (1.15) beschriebene Zusammenhang zwischer
den Polynomfolgen {pmtm > o und {Qm — 1} m > 1 ermoglicht es uns, klassische Sitz
aus der komplexen Approximationstheorie iiber die Konvergenz von Folgen von
Interpolationspolynomen einzusetzen (vgl. z. B. Walsh [54] oder Gaier [17]), um
fiir unser Problem geeignete Polynomfolgen {py,}m » o zu konstruieren. Fiir eine
hinreichend allgemeine Klasse von Bereichen Q (siehe (4.1)) lifit sich x(£2) expli
zit angeben (Satz 4.1); in bezug auf § asymptotisch optimale semiiterative Ver-
fahren sind dadurch charakterisiert, dafs die Folge {qm -1} m » 1 in £ maximal
gegen 1/(1 — z) konvergiert (Korollar 2 zu Satz 4.1). Eine hinreichende Bedingun
fiir asymptotische Optimalitit ist, daf} die Knoten von Ky in § gleichverteilt sind
(Satz 4.2). Da es fiir eine kompakte Menge 2 verschiedene Systeme gleichverteil-
ter Knoten gibt (z. B. Fejér-, Fekete-, Leja-Knoten), existiert auch eine entspre-
chende Anzahl von beziiglich £ asymptotisch optimaler semiiterativer Verfahren
Dazu gehoren auch Verfahren, die von verallgemeinerten Faberpolynomen erzeu,
werden; letztere zeichnen sich dadurch aus, da® sie nicht nur asymptotisch optin
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sind, sondern auch — bei einer normalen Matrix T und einigermafien glattem R
von £ — schon fir m 2 3 sich fast so gut verhalten wie die oben erwidhnten op
malen Verfahren (Satz 5.2). Insgesamt ergibt sich damit eine befriedigende
analytische Lésung der Aufgabe, asymptotisch optimale semiiterative Verfahre
zu konstruieren; im weiteren wird die algorithmische Seite dieses Problems unf
sucht.

Eine Berechnung der transformierten Vektoren y,, nach (1.7) erforder
die explizite Bereitstellung der Elemente 7, ; der Matrix P sowie die Speicher
aller Iterierten x; (j = 0, . . ., m); beides ist bei grofen Systemen nicht konom
Ist die Knotenmatrix Kp spaltenkonstant, so a3t sich y,, rekursiv aus yp, - na
einer Formel berechnen, die einer Richardson-Extrapolation 1. Art entspricht
(Satz 6.1). Geniigen die Polynome py, einer k-gliedrigen Rekursionsformel, so
ibertrigt sich diese auf die y,, (Satz 6.2). Eine besonders giinstige Klasse semi-
iterativer Verfahren — in analytischer wie algorithmischer Hinsicht — stellen di
in § 7 beschriebenen Euler-Verfahren dar: Zu jedem §2 € M (siche (4.1)) gibt e
ein asymptotisch optimales Verfahren (Satz 7.1), es existieren glinstige Rekurs
formeln (Satz 7.2) und schliefSlich kénnen sie auch von verallgemeinerten Fabe
polynomen erzeugt werden (Satz 7.4), so daf’ die vorteilhafte Fehlerabschitzu
der Sitze 5.1 und 5.2 angewandt werden kann. Die einfachste Summierungs-
methode aus dieser Klasse ist das Verfahren von Euler-Knopp (vgl. Zeller-Beek
mann [59, S. 130]); hier berechnet sich (nach Satz 7.2) y,, gemifs

(1.16) ym =uTym—1+ (1 —)ym-y tue.

Als Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme ist (1.16) oft untersucht
worden; ist T der Gesamtschrittoperator, so heifst es auch Jacobi-Over-Relaxat
(JOR-Verfahren) (vgl. etwa Petryshyn [42], Niethammer [34], [35], Albrecht-
Klein [1]). Ist x = Tx + ¢ eine lineare Fredholmsche Integralgleichung 2. Art, s
entspricht (1.16) dem Iterationsverfahren von Wiarda [55] und Biickner [5]. D
findet sich auch der historisch interessante Hinweis von G. G. Lorentz, daB es
beim Verfahren von Wiarda eigentlich um die Anwendung des Euler-Knopp-Ve
fahrens auf die Neumannsche Reihe von T handelt. Dies nimmt Bellmann [3] :
Anlaf, die Anwendung allgemeiner Summierungsverfahren auf diese Reihe vor
schlagen. Er schreibt dann ,,whether summability methods have any practical
application or not is not clear. Daf’ diese Frage heute positiv beantwortet we:
den kann, dies soll u. a. dieser Bericht zeigen.

In § 8 werden die vorausgehenden Ergebnisse auf das Beispiel 1.1 ange
und mit numerischen Rechnungen belegt. SchlieBlich wird in § 9 noch auf An
dungen dieser Methoden bei linearen Gleichungen in Banachriumen und bei n
linearen Gleichungssystemen eingegangen.

2 Semiiterative Methoden und Interpolationsverfahren
Wenden wir uns zunichst noch einmal der Vektorfolge {Xpmlm o zu: D

die Residuenvektoren ry, := ¢ — (I = T)x,, m 2 0, die Gleichungen x,,, = Txp,
= Xm -1t rm-und ry, = T™rq erfiillen, erhalten wir
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m—1

5 Tj)ro (m > 1).
i=0

m 1
(2.1) Xm=X0+ Z rj=X0+
i=0

Wegen (1.1) kann man die Losung x des gegebenen Systems in der Form
X = Xo *+ (I = T)7'rg schreiben; ist p(T) < 1 giiltig, so folgt daraus
2.2) x=x+(I T g=x4+ ( Y Tj)rotx(yf Yo
i=o0 ji=0
Ein Vergleich von (2.1) und (2.2) zeigt, dafs {x;, } m » o gerade die Partialsummen-
folge der Reihe (2.2) ist; oder anders formuliert: Die Iteration (1.2) besteht im

oo

wesentlichen darin, die Neumannsche Reihe (1—TY = 3 Ti durch spezielle

m -1 e
Polynome in T, nimlich durch die Teilsummen } Z Tj} m > 1, ZU approximieren.
Man wird sich nun natiirlich fragen, welche Art iz(:)r? Approximation fir x man
erhilt, wenn man in (2.1) die Polynome mil 2}, m = 1, durch eine andere Poly-
nomfolge {qm - 1(2)}m > 1 (grad (Qm - 1) <Jr;()— 1) ersetzt, d. h. wenn man die Folge

(23) yo=%o; Ym=Xotdm-1(Dry (m=1)

betrachtet. Wir werden sehen, dafs (2.3) eine semiiterative Methode in bezug auf
(1.2) ist, und dafl man umgekehrt jede semiiterative Methode in der Form (2.3)
darstellen kann.

Fithren wir die unendliche Matrix S mit ihrer Inversen S gemif

. 0 : 0

11 -1 1
2.4) S:= , Si=

1 1 1 0 -1 1
ein, so transformiert S die Glieder {xg, 1o, 'y, . . .} der Reihe (2.2) in die Partial-
summen {Xg, X;, X5, . . .} derselben Reihe. Induziert die Matrix P (1.6) nun eine

semiiterative Methode, dann transformiert Q ‘= PS die Reihenglieder {x,, 1y, £y, . .
direkt in die Folge {yq, V1, V2, . . .} von (1.7). Man sagt, dafy Q die durch P defi-
nierte Transformation in ,,Reihe-Folge-Form* darstelit (vgl. [59, S. 6]). Wegen
(1.8) sind alle Elemente der ersten Spalte von Q gleich 1, d. h. Q ist von der Form

- O«
1 7vo0
25 Q=|1 Mo ., Ym;€C

(m=0,0<j<m).
I Ym0 Ym-11 v Ym-1,m-1
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Die Koeffizienten der m-ten Zeile von Q definieren das Polynom

m—1
(2.6) Am-1(D = L g7 (m=1D).

i=o0
Aus (1.7) und (2.1) schliefst man durch eine einfache Rechnung, dafs die Trar
formierten y,, der gegebenen semiiterativen Methode die Beziehung (2.3) erfi
Ist nun umgekehrt eine Vektorfolge der Form (2.3} — mit einer Polynomfolg
{Am - itm > 1, grad (g, — ;) <m — 1 — gegeben, so kann man sich aus den Koe
zienten dieser Polynome eine unendliche Matrix Q der Gestalt (2.5) aufbauer
Die Zeilensummen der Dreiecksmatrix P = QS ™! sind dann samtlich gleich 1,
dafd P eine semiiterative Methode beziiglich (1.2) definiert. Wegen (2.1) sieht
man sofort, daf die zugehorigen Vektoren y,, von (1.7) gerade die Ausgangsv
toren yg, = Xo + qm - 1 (D) rg sind. Insgesamt erhalten wir

Lemma 2.1 ([9, Theorem 1]). Sei P eine Matrix gemdfs (1.6), die der Bedingu
(1.8) geniigt, und sei Q = PS mit S nach (2.4). Sind {pmtm » o die in (1.10) u
{Qm—1}m > 1 die in (2.6) definierten Polynomfolgen, so gilt:

Q2.7 dm-1@=U - pu@@)/(1~2) (m=0); q.(2) =0;

(2.8) pm@=1-(1~2)qpn-(z) (m=0).

Ist £™) (i=1, ..., Q) eine Nullstelle von py, mit der Vielfachheit k;, dann fol,
fiir die ,,geometrische Funktion® g(z) = 1/(1 —z)

(2.9) Q) (Em)) =gW(Em) = /(1 — gyt (I<i<PO0<j<k~— 1)

m—1

d. M. Qm -4 ist das eindeutig bestimmte Hermitesche Interpolationspolynom, «
die Funktion g an den Nullstellen von py, interpoliert.
Fiir die Niherungsvektoren yy, der durch P induzierten semiiterativen Metho

(2.10) ¥ = Pm(Dixe t g -1 (Dc;
wihrend sich die zugehorigen Fehler ém (vgl. (1.9)) durch

21D En=[0-T) " = gm-1(Drg
darstellen lassen.

Nun ist klar, dafs man jede semiiterative Methode auch als ein Interpo
tionsverfahren der folgenden Form interpretieren kann (vgl. [6, § 7.3D):
Sei y, = X, ein beliebiger Startvektor.
Fiir jede natiirliche Zahl m

— wiihlen wir m komplexe Knoten &™), &™) £ djese miissen nicht pe
weise verschieden sein, aber wir fordern Ei(“‘) # 1 fir alle 1 <i<<m.

— Dann bestimmt man das zugehdrige Hermitesche Interpolationspolynom q
fir g(z) = 1/(1 — z2).

— Schlieflich ersetzt man in (2.2) die Matrix (I~ T) ! durch qm - (T), um eis
Niherung ym = Xg + qm — 1 (T) 1 fiir die Losung x = x¢ + (I = T)'rg von (1.1) z
erhalten.
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Aus Lemma 2.1 folgt, daf’ eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischer
den semiiterativen Methoden (1.7) und den eben beschriebenen Interpolationsver
fahren besteht. Definieren wir fiir eine gemif (1.6) gegebene Transformations-
matrix P noch die Knotenmatrix Kp= (™) 5 1.1 <i<m, wobei wir in der m-ten
Zeile die Nullstellen £(™) von p,, entsprechend ihrer Vielfachheit auffiihren, so
ist eine semiiterative Methode offenbar eindeutig durch eine der drei unendlichen
Dreiecksmatrizen P, Q = PS (vgl. (2.5)) oder K definiert; die beiden anderen
Matrizen lassen sich jeweils aus der gegebenen bestimmen.

Zum Abschluf} dieses Paragraphen demonstrieren wir diese wechselseitige
Beziehung zwischen semiiterativen Methoden, Summierungs- und Interpolations-
verfahren an zwei klassischen Folgentransformationen.

Beispiel 2.2. Seien die Knoten &™), 1 <i <\m, der Matrix K die von z = 1 ver-
schiedenen (m + 1)-ten Einheitswurzeln, d. h. die £{™) sind gerade die Nullstellen
von (z®* ' -Df(z—-1)=1+2z+...+z™. Fir die Polynome p,, von (1.10} bedet
tet dies pp(z)=(1+z... +z™)/(m+ D d h 7, ;= 1/(m+1),m=>0,0<j<m
Durch die unendliche Dreiecksmatrix P mit diesen Koeffizienten wird das wohl-
bekannte Cesaro-Verfahren (C,-Verfahren) (vgl. [59, S. 100]) induziert. Die zuge-

| I—
horigen Vektoren y, = e Y x; (nach (1.7)) sind die arithmetischen Mittel
i=o
der Iterierten x4, Xy, . . ., Xu-

Beispiel 2.3. Wenn man die Knoten der Matrix Kp identisch gleich £ € C\{1} wihl
sogilt mitu :=1/(1—-&(d h £ —-§&=1—-w

w1247, 1) e (27

mofm) o m )
=2 ( . )/ﬁ(l WM = Y w2l
i=o \J i=o

Die Matrix P(u) := (T, j)m >0, 0 < j < m induziert das Euler-Knopp- Verfahren
([59, S. 130}, das wir bereits am Ende von § 1 erwihnten. Interessant ist, daf}
die Matrix P(u) durch einen Parameter ¢ bestimmt ist, der dann auch in die ein-
fache Formel (1.16) fir die Berechnung der ,,Euler-Knopp-Transformierten*
Vm eingeht.

3 Konvergenz und Konvergenzgeschwindigkeit

Wir haben gesehen, daf’ eine semiiterative Methode durch eine der drei
Matrizen P, Q und Kp eindeutig bestimmt ist. Nach welchen Kriterien sollen nun be
gegebenem T diese Matrizen, d. h. die Polynomfolgen {ppntm =0 0ZW. {dm - 1}tm >
gewithlt werden? Im ersten Abschnitt haben wir schon erwihnt, da €, =0, d. h.
vm = X, gilt, wenn das charakteristische Polynom von T ein Teiler von py, ist; mit
anderen Worten: wir haben in diesem Fall nach m Schritten die Losung des line-
aren Gleichungssystems (1.1) erhalten. Da man bei Systemen mit grofSer Ordnun,
aber keineswegs n Iterationsschritte durchfihren mochte, spielt die Moglichkeit,
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dafs ein Verfahren nach endlich vielen Schritten die exakte Losung liefert, in d
Praxis nur eine untergeordnete Rolle.

Mit Hilfe der Jordanschen Normalform von T (vgl. Gantmacher [ 18, S.
und Lemma 2.1 1af3t sich das folgende Konvergenzkriterium fiir semiiterative
Methoden ableiten:

Lemma 3.1 ([9, Lemma 8]). Sei

K
G mp(z)= [| -1 (ri# 7 firi#j)
i=1
das Minimalpolynom der Matrix T. Ein semiiteratives Verfahren sei durch die
Polynomfolgen {pm}m > o nach (1.10) oder {Qm —1}m > 1 nach (2.7) gegeben.
Dann sind die folgenden fiinf Aussagen einander dquivalent:

(a) Die Folge (Ym}m = o nach (1.7) konvergiert fiir jeden Startvektor y, gegen ¢
Losung x des Systems (1.1).

(b) Llim p,(T)=0

M o
(c) hm pD(r) =0 fir l<i<kund 0<j<n,- 1.
(d) hm Am (D) =d-T)".
m - .
g i) = d! 1
(e),&lg‘w qi, (1) = W \1T= . fir  <i<kund 0<j<n;— 1.

Dieses Resultat scheint nur von theoretischem Interesse zu sein, da es ¢
Kenntnis der Eigenwerte von T voraussetzt, Weift man allerdings, da3 die Poly-
nomfolge {Pm}m > o gleichmiBig im Innern (d. h. auf jeder kompakten Teilmer
einer offenen Menge G gegen O strebt, und ist auflerdem bekannt, daft das Spel
trum von T in dieser Menge G enthalten ist, so folgt aus Lemma 3.1, daf® die
Niherungsvektoren y,, der induzierten semiiterativen Methode — fiir jedes
yo € C" — gegen x = (I — T) '¢c konvergieren.

Beispiel 3.2. Die semiiterative Methode, die dem Cesaro-Verfahren entspricht,

wird durch die Polynome pp,(z) =

Polynome konvergieren gleichméfig im Inneren von Dy :={z € C : |z| < 1} ge;
0 und divergieren fiir jedes z mit {z| > 1. Mit anderen Worten p(T) < 1 implizi
daf} die Vektorfolge {ym}n » o fiir jeden Startvektor konvergiert und umgekehr
folgt aus der Konvergenz dieser Folge (fur jedes yq), da® p(T) < 1 gilt. Diese s¢
iterative Methode stellt also keine wesentliche ,,Verbesserung® der Ausgangs-
iteration (1.2) dar.

Beispiel 3.3. Ganz anders verhilt es sich mit der Anwendung eines Euler-Knopj
Verfahrens (Beispiel 2.3). Wir erhalten
lim pn(z)= lim [z-H/(1-HI"=0
m — o m
gleichmifig im Innern von D(¢; |1 — &) :={z€ C: |z—§| < |1 — &}, oder
lim y, =x falls o(T) C D(&; |1 — £)) gilt.

m ~> oo
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Um die Qualitit der Konvergenz einer von P induzierten semiiterativen
Methode beurteilen zu konnen, fihren wir in Analogie zu (1.4) die Grofie

sup |1§m||]1/m
eg# 0 ”eou

(3.2) «(T,P) = lim

m - oo

ein und nennen sie den asymptotischen Konvergenzfaktor von T beziiglich P. Bei
Ortega-Rheinboldt [40, S. 288] heifst k(T, P) ,,root-convergence-factor*‘; dort
wird auch gezeigt, dafs (T, P) normunabhingig ist.

Wegen €, = pm(T)eo kann man aus der Jordanschen Normalform von
Pm (T) das folgende Lemma ableiten:

Lemma 3.4. Ist my nach (3.1) das Minimalpolynom von T, so gilt fiir beliebiges P
(3.3) K(T,P)=Tim { max  max [p{(r)[¥™}.

m-—e [<i<ko<j<n;—1
Wenn T diagonalisierbar ist, so folgt daraus

(3.32) K(T,P)= tim ({ max [P ()M Y,

m > o 7 g
Natiirlich 1463t sich «(T, P) auch tber die Folge der Interpolationspolynome
{Qm —1}m > 1 charakterisieren (vgl. [9, Lemma 10]).

Auch dieses Ergebnis ist nur theoretisch verwendbar, weil es wiederum
eine genaue Kenntnis des Spektrums a(T) voraussetzt. Durchaus realistisch ist
dagegen die Annahme, dafs ein kompakter Bereich £ C C mit o(T) C §2 bekannt
ist; z. B. 1aBt sich haufig nach dem Satz von Bendixson (vgl. etwa Householder
[25, S. 69]) ein Rechteck angeben, das die Eigenwerte einer Matrix enthilt, Da
nach Voraussetzung die Koeffizientenmatrix I — T des Systems (1.1) nichtsin-
gulidr, also 1 & o(T) ist, werden wir 1 ¢ £ annehmen.

Damit ergibt sich das Problem, ein beziiglich der Information o(T) C £2
moglichst glinstiges Verfahren, d. h. ein Verfahren mit minimalem asymptotischer
Konvergenzfaktor zu finden. Man kann sogar noch weitergehen und versuchen, ir
jedem ,,Semiiterations-Schritt* m eine maximale Verringerung der Fehlernorm
18,11, = (8L €,,)'/? zu erreichen. Ist T normal, so fithrt dies nach (3.3a) zum
Minimierungsproblem

(3.4 min{mag [Pm(2) | 1 pm €y und pr (1) = 135

hier bezeichnet I1,, die Menge aller Polynome mit komplexen Koeffizienten vom
Grad kleiner oder gleich m. Ein klassisches Ergebnis der komplexen Analysis
(vgl. Smirnov-Lebedev [49, S. 367]) besagt, dafd (3.4) fiir jedes m eine Losung
P besitzt. Die Koeffizienten dieser Polynome {pX } ., > o bilden eine Matrix P*,
die allerdings nur fiir spezielle Bereich £2 explizit bekannt ist. Ist £2 ein reelles
Intervall {a, B8], so erweisen sich auf [¢, B] transformierte und auf p, (1) =1
normierte Tschebyscheff-Polynome erster Art als Losung von (3.4) ([53, S. 135])
Ist €2 das abgeschlossene Innengebiet einer Ellipse mit den reellen Brennpunkten
o und B, so erhilt man dasselbe Ergebnis (Manteuffel {32]). Freund-Ruscheweyh
[15] 16sen (3.4), wenn £ ein Intervall parallel zur imaginidren Achse ist; de Boor-
Rice [4] berechnen pX mit Hilfe eines Algorithmus vom Remez-Typ, wenn §2
aus zwei disjunkten reellen Intervallen besteht. Nachdem es unser erklirtes Ziel
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ist, ein fiir allgemeinere Bereiche 2 moglichst gut geeignetes Verfahren zu finde
beschrinken wir uns darauf, asymptotisch optimale Methoden zu konstruieren.
Durch (3.3a) motiviert fithren wir dazu den asymptotischen Konvergen:
faktor
(3.5)  k(£2,P):= Iim {max |pn,(z)|'/™}
)

m oo z&§

von 1 beziiglich P ein. Definieren wir ferner die Klasse

m
(3.6) P ::{P:(Wm,j)m>0,0€j<m :T(m’jEC, Z ﬁm’j: 1 furm?O}
ico

aller unendlichen Dreiecksmatrizen, die ein semiiteratives Verfahren erzeugen,
so nennen wir

(3.7)  k(2) = inf k(£2, P)
Pep

den asymptotischen Konvergenzfaktor von 1.

Beispiel 3.5. Kehren wir zu unserem Testproblem (Beispiel 1.1) zuriick: Wir
haben gesehen, daf’ das Spektrum des Gesamtschrittoperators T in einem Rech
eck £2= R, g (1 €R, ;) enthalten ist. Kann man nun ein semiiteratives Verfah
das einem Euler-Knopp-Summierungsverfahren entspricht (vgl. Beispiel 2.3, 3.3
einsetzen, um entweder Konvergenz zu erzwingen oder die Konvergenzgeschwi
digkeit zu erhohen? Mit den Bezeichnungen aus Beispiel 2.3 gilt

(3.8) k(2 P(u)) = max lz= (1 =™/ =(1—-w L

Da die Matrix T aus Beispiel 1.1 diagonalisierbar ist, folgt aus (3.3a) «(T, P(u))
< (€2, P(u)). Es ist einfach zu sehen, dafl in unserem Fall sogar Gleichheit
herrscht. Die rechte Seite von (3.8) wird fiir « << o? + 8% durch die Wahl

(3.9 a=0-/((1-w*+p)
minimiert, und wir erhalten
<(2, P()) = k(T, P(R)) = B1/(1 —a)? + 62

Ist 1 > a=a?+ 6% so wird @ == 1 (vel. Yeyios [56]). Nun ist P(1) aber die uner
liche Einheitsmatrix, so dafs wir hier durch kein Euler-Knopp-Verfahren eine K
vergenzbeschleunigung erzielen kénnen.

Fir h= 0,1 (d. h. = 0,4755) und verschiedene Werte von A (siehe Bei-
spiel 1.1) zeigt Tabelle 1, daft die Anwendung dieser semiiterativen Methode ei

Tabelle 1
& 6 o(T) #(T, P())
1,25 0,3566 0,5944 0,5944
2,5 1,090 1,189 0,9011
10 4,731 4,755 0,9939

250 1189 118,9 0,99999




Iterationsverfahren fir nichtsymmetrische Gleichungssysteme 13

Erhohung der Konvergenzgeschwindigkeit bedeuten kann. Wir werden spiter
allerdings sehen, daf’ es viel glinstigere Verfahren flir unser Testproblem gibt.

4 Asymptotisch optimale semiiterative Methoden

Wir nennen eine semiiterative Methode, induziert durch P € P, asympto-
tisch optimal beziiglich (der kompakten Menge) €2, wenn k(£2, P) = k() erfiillt
ist. Die Matrix P*, die zu den Losungen p¥ , m = 0, des Minimierungsproblems
(3.4) gehort, induziert offensichtlich ein asymptotisch optimales semiiteratives
Verfahren. Die Frage ist, ob es neben P* noch andere Matrizen P € P gibt, die auch
zu einer asymptotisch optimalen Methode fiihren, aber gleichzeitig leichter zuging-
lich sind als P*,

U solche unendlichen Dreiecksmatrizen P zu konstruieren, fithren wir
die folgende Klasse kompakter Mengen £2 C C ein (dabei sei € 1= C U {o0}):

(4.1) M:={Q CC: Q ist kompakt, 1 ¢ 2, C\& ist einfach zusammenhingend,
2 enthilt mehr als einen Punkt}.

Nach dem Riemannschen Abbildungssatz existiert fir jedes £2 € M eine konforme
Surjektion

4.2) ¥:CMw: |lw|<1}~>C\Q
mit
(4.3) Y(eo)=c und P'(e0) = lim Y(z)/z = v(2) > 0.

Die Konstante v(£2) heifdt die Kapazitat von § (vgl. Walsh (54, S. 74]). Wegen
1 & £ gibt es genau eine Zahl w € C mit

4.4 Yvwy=1, n:=|wl>1

Nun wissen wir, daf} jede semiiterative Methode nicht nur durch die
Matrix P € P, sondern auch durch die zugehorige ,,Reihe-Folge-Matrix* Q = PS
(vgl. (2.5)) eindeutig festgelegt ist. Die Polynome {q,, - |} m = 1, die aus den Koeffi-
zienten dieser Matrix Q gebildet werden konnen (vgl. (2.6)), haben wir als eine
Folge von Interpolationspolynomen fiir die Funktion g(z) = 1/(1 — z) identifiziert.
Wegen (2.7) und weil 1 & $ gilt, kann «(§2) anstatt durch (3.7) auch durch

(4.5) k(@)= _ inf {lim [max |1/(1-2)=qn- ()" D]

Am—1im>»1 M=~ 260

definiert werden; dabei lduft {qy, -} » 1 Gber alle Polynomfolgen mit grad (g, - ;)
<<m — 1. Aus der Approximationstheorie ist bekannt, dafy die Infima aus (3.7) und
(4.5) angenommen werden. Mit anderen Worten: Wir konnen bei unserer Suche
nach asymptotisch optimalen Verfahren entweder Polynomfolgen {pplm 0
bestimmen, die — unter der Nebenbedingung p, (1) = 1 — auf Q die Nullfunktion
asymptotisch optimal approximieren, oder wir kénnen Folgen {Qm 1} m » 1 KOn-
struieren, die die Funktion g(z) = 1/(1 — z) auf §£2 asymptotisch optimal approxi-
mieren. Letzteres ist jedoch eine klassische Fragestellung der Approximations-
theorie im Komplexen. Wir erhalten direkt
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Satz 4.1 (siche Walsh [54, Chap. 4, Theorem 7]). Fiir £ € M gilt
(4.6) k(2= 1/m mit 1 nach (4.4).
In der ,,Sprache der semiiterativen Methoden lautet dieses Ergebnis:

Korollar 1 (zu Satz 4.1). Eine semiiterative Methode, induziert durch P € P,
ist genau dann asymptotisch optimal fiir 2 € M, wenn k(§2, P) = 1/7 ist.

Eine Folge {dm -1} m > 1, fur die in (4.5) das Minimum angenommen w
konvergiert maximal auf & gegen g(z) = 1/(1 — z) ({54, S. 79]). Damit ergibt s
das Uiberaus niitzliche

Korollar 2 (zu Satz 4.1). Eine semiiterative Methode ist genau dann asymptot
optimal fiir 2, wenn die Folge {qy -} m » 1 der zugehorigen Interpolationspol
nome auf §& maximal gegen g(z) = 1/(1 —z) konvergiert.

Da maximale Konvergenz beim Differenzieren erhalten bleibt (siche
{54, Chap. 4, Theorem 9}), schlieflen wir aus Lemma 3.4 fiir eine beliebige, ni
notwendigerweise diagonalisierbare Matrix T:

Korollar 3 (zu Satz 4.1). Induziert P € P eine asymptotisch optimale semiiter
Methode fiir 2 € M, und ist o(T) C 2, so gilt

uémur/m _1

4.7 k(T,P)= Tim -

m — oo

su
o Po Tleoll

-t

n

Es 1afit sich sogar sehr viel mehr zeigen: Fur die Mengen
4.8) Q,=C\y(weC:|wl>n) (=1
gilt offensichtlich §2, € M und k(£2,) = n/7, falls n <.

Korollar 4 (zu Satz 4.1). Ist ein semiiteratives Verfuhren asymptotisch optime
Q & M, so auch beziglich aller Mengen 2, mit 1 <n <A.

Maximale Konvergenz kann auch durch die Lage der Knoten E§m) der ]
tenmatrix Kp (vgl. Abschnitt 2) beschrieben werden: Die Knoten g§m> (m=1
1 <i<<m) von K; heiden gleichverteilt auf 2 € M (siehe [17, S. 65]), wenn

) kein Haufungspunkt der Menge {£(™)} in C\ liegt, und wenn

m

[1 12 &)
i=1
wobei v(£2) die Kapazitit von £ ist (vgl. (4.3)).

Der folgende Satz ist eine direkte Folgerung aus dem Satz von Kalmdr
Walsh (siche Gaier [17, S. 66]) sowie der Dualitdt zwischen Interpolations- un
semiiterativen Verfahren, die in Abschnitt 2 beschrieben wurde:

(ii) Tim
m o o

max
z€ 2

1/m
} = y(£2) gilt,

Satz 4.2 [8, Theorem 6]. Sind die Knoten von K, gleichverteilt auf 2 € M, so
die zugehorige semiiterative Methode asymptotisch optimal fiir Q.

Fiir eine gegebene Menge 2 € M gibt es viele verschiedene Systeme vo
gleichverteilten Knoten: Beispiele wie etwa die Fejér-Knoten und die Fekete-
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Knoten werden bei Gaier [17, S. 68ff.] beschrieben, andere wie z. B. die Leja-
Knoten werden erwihnt.

Nach Satz 4.1 wissen wir, daB fiir 2 € M der Konvergenzfaktor positiv ist
d. h. wir kénnen keine semiiterative Methode finden, die die Eigenschaften hat,
daf’ fir alle T mit o(T) C £2 die Folge { ym }m > o Uiberlinear, d. h. mit Konvergenz-
faktor O konvergiert. Andererseits konnen wir im Prinzip mehrere Verfahren ange
ben, die beziiglich £2 asymptotisch optimal sind, z. B. solche, die von auf & gleict
verteilten Knoten erzeugt werden.

Eine weitere wichtige Eigenschaft des Konvergenzfaktors ist seine
,,Monotonie®, die in dem nun folgenden Vergleichssatz priziser formuliert wird:

Satz 4.3 [9, Theorem 16]. Gilt fiir die Mengen §1,, §2, € M die Inklusion £, C £,
so folgt k(1) < k(£2,). *

Diese Aussage ist eine Konsequenz aus dem Schwarzschen Lemma (vgl. [38,
Theorem 3]).

Wir wollen noch darauf hinweisen, daf sich alle Ergebnisse dieses
Abschnitts auch unter wesentlich schwiicheren Voraussetzungen an £ beweisen
lassen. Es geniigt zu fordern, day das Komplement von £ eine Greensche Funk-
tion G mit Pol in o besitzt; dies ist beispielsweise gewihrleistet, wenn C\§2 n-facl
zusammenhingend ist, und & keine isolierten Punkte enthilt (Lebesgue-Osgood
Bedingung, vgl. Walsh [54, Section 4.1]). Dann 143t sich zeigen, da3

K(§2) = exp (=G(1))

gilt.
Abschliefiend wollen wir ein asymptotisch optimales Verfahren fiir Kreis-
scheiben angeben:

Beispiel 4.4. Ist 2 =D(,v) :={z€C: |z—§|<v} €M, soist Y(w) =vz + §
offenbar die konforme Abbildung ¥ nach (4.2) und (4.3). Wegen Y{((1 — &)/v) = 1
gil_t_fc(ﬂ) =v/|1— &|. Fir die semiiterative Methode aus Beispiel 3.5 gilt aber
k(D& v), P(w) = zellgéxv) [(z=8)/(1=8&)|=v/I1-&| (u=1/(1—§) vgl. Beisp. 2.3),

so daf’ P(u) ein asymptotisch optimales semiiteratives Verfahren fiir die Kreis-
scheibe D(, v) induziert. Wegen y(D(§, v)) = v ist auch klar, dafs die Knoten
Fm = £ (m>1, 1 <i<m) gleichverteilt auf D(%, v) sind.

5 Von Faberentwicklungen erzeugte semiiterative Methoden

Sei £2 eine kompakte Menge aus der Klasse M nach (4.1). Im letzten
Abschnitt haben wir zwei Moglichkeiten beschrieben, wie man asymptotisch
optimale Verfahren beziiglich £ konstruieren kann: Einmal kénnen wir gleich-
verteilte Knoten verwenden, zum anderen erzeugt jede Polynomfolge {Gm - 1} m > |
die auf £ maximal gegen g(z) = 1/(1 — z) konvergiert, ein solches Verfahren. Wir
werden nun diesen zweiten Ansatz niher analysieren.

In der Approximationstheorie kennt man viele Wege, maximal konvergent
Polynomfolgen zu konstruieren. Gragg-Reichel [20] betrachten orthogonale Poly-
nome beziiglich des Randes 082 von 2 und einer geeigneten Gewichtsfunktion.
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Interpolation in den Nullstellen dieser Polynome erzeugt — unter einigen Vorau
setzungen an 9€2 — maximale Konvergenz und damit asymptotisch optimale
Methoden. Dasselbe gilt, wenn man von den zugehorigen ,,Kernel polynomials®
ausgeht (vgl. Smolarski-Saylor [50]). Wir werden hier eine weitere wohlbekannt
Klasse von Polynomen, nimlich Faberpolynome, auf ihre Brauchbarkeit bei der
Konstruktion semiiterativer Methoden untersuchen.

Dazu bendétigen wir einige Definitionen: Im letzten Abschnitt spielte die
konforme Surjektion

¢ C\ {w: |w| <1} - C\Q,
Y(eo) =00, Y'(e0) = ¥(Q),

(vgl. (4.2),(4.3)) eine chhtigg Rolle, Wir normalisieren Y durch fb(w) = P(w /(!
C\Mw: |w| <¥(£2)} — C\Q. { kann in eine Laurentreihe der Form

5.1 dw=w+ Y awl,  wl>(9Q),

i=0
entwickelt werden. Ist & die Umkehrabbildung von ¥, so bezeichnen wir f:ur
7> y(£2) das Bild des Kreises {w: [w|= 7} unter ¢ mit [, also I, i={z: |®(2) |
Ferner sei §2, die kompakte Menge, die I'; als Rand besitzt. (Zwischen diesen M
gen und den Mengen £, nach (4.8) besteht die Beziehung £, = {2, q)..) Aufler-
dem sei

(5.2) x(w):= Y mw?
j=0
eine in {w: |w|> v(£2)} holomorphe Funktion mit x(e°) = 4 5 0, die in [w| >
keine Nullstellen besitzt. X )
Fir jedes k € N besitzt die Funktion x(®(2))[P(z)]* eine Laurentreihe

k-1
(5.3) x(@@IE@ =72+ ¥ B2

j=—oo

in einer Umgebung von . Der Hauptteil dieser Reihe

k-1
(5.4) F(z:;%) = v2"+ Y By,2!
j=0

ist ein Polynom vom genauen Grad k und heifdt k-tes verallgemeinertes Faberpo
nom fiir § beziiglich der Gewichtsfunktion x; fir x = 1 ist F das (gewdohnliche)
k-te Faberpolynom fir £ (sieche Faber [11], [12]).

Diese Polynome spielen in der Approximationstheorie deshalb eine wicl
tige Rolle, weil fiir 7 > y(£2) jede Funktion, die im Innern von I', holomorph ist
nach Faberpolynomen entwickelt werden kann. Wir wollen semiiterative Metho
konstruieren und sind daher nur an der Approximation von g(z) = 1/(1 — z) intc
siert. Aufderdem beschrinken wir unsere Untersuchung auf die spezielle Gewich
funktion

(5.5 x(w)=1/§'(w),
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die offensichtlich die an x gestellten Forderungen erfillt. Diese Einschrinkung ist
keineswegs notwendig, erscheint uns aber aus den folgenden Griinden zweckmifig:
Wie wir spiter sehen, kann man mit Hilfe der Polynome F,(z; 1/ /') ein semiitera-
tives Verfahren konstruieren, dessen Vektorfolge {y,,} sich durch eine stationire
Rekursion berechnen lif3t. Es wird sich auch herausstellen, daf diese Verfahren
den wohlbekannten Euler-Verfahren (vgl. Abschnitt 7) entsprechen. Dieser
Zusammenhang fithrt auf neue Resultate iiber Euler-Verfahren.

Ist also Ey(z) := Fi(z; 1/¢) und

o0

(5.6) 1/(1-2)= Y ofF(z), z€Q,

k=0
die Entwicklung von g(z) = 1/(1 — z) nach diesen Faberpolynomen, so approxi-
mieren wir g durch die Teilsummen von (5.6)

m-—1

Am-1(@ = Y oF@ @m>0.
k=0

Diese Folge {qm — 1} m > ; induziert durch
(5.7 Yo=%Xo; Ym=Xotdm-1(Dry (m=1)

(siehe (2.3)) eine semiiterative Methode beziiglich (1.2).

Da Faberentwicklungen unter den gegebenen Voraussetzungen maximal
konvergieren (vgl. Smirnov-Lebedev [49, 2.1.3, 2.2.2]), schlieffen wir aus Korollar
zu Satz 4.1, dafs durch (5.7) sogar eine fir £2 asymptotisch optimale semiiterative
Methode definiert wird, oder anders formuliert, dafd die zu (5.7) geh6rende Feh-
lerfolge asymptotisch wie k(£2)™ gegen den Nullvektor strebt.

Besitzt ein durch P induziertes semiiteratives Verfahren den asymptoti-
schen Konvergenzfaktor x(T, P), so besagt dies, daB die Norm ||€,, |l des Fehlers
asymptotisch in jedem Schritt mit dem Faktor «(T, P) multipliziert wird; damit
ist aber noch keineswegs gesagt, daf dieses Verhalten schon fiir kleine Werte von
m vorliegt. So haben fiir g € C die Folgen {q™} q » o und {m*q™ }, » o fiir festes
k € N den gleichen asymptotischen Konvergenzfaktor |q|. Trotzdem wird fiir
gl <1 die zweite Folge eine vorgegebene Schranke € > 0 erst sehr viel spéter als
die erste erreichen. Zwei in bezug auf 2 € M asymptotisch optimale Verfahren
konnen sich also im Verhalten der Fehler zu Beginn der Rechnung sehr wohl
unterscheiden. Die niichsten Sitze besagen nun, dafd sich semiiterative Verfahren,
die auf die oben beschriebene Weise von verallgemeinerten Faberpolynomen
erzeugt werden, in dieser Hinsicht besonders giinstig verhalten:

Satz 5.1 (vgl. [71). Ist die Matrix T normal, so gilt fiir die Vektorfolge {Ym}tm >0
die durch die Teilsummen der Faberentwicklung (5.6) erklidart ist, die folgende
Fehlerabschdtzung:

¢ mz-1-mkl), NIm oLy
D (4 —ry: OO = yolla.
Zum Beweis von (5.8) bendtigen wir

max IFe(2) | <e(k + D[y (k> 0),

(5.8 lix- ymllz<(1réag>z< [1—z]
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was beispielsweise in [49, 2.2.1] gezeigt wird. Dort wird auch darauf hingewie:
dafd man die Konstante ¢ in dieser Ungleichung durch keine Zahl kleiner als 1
ersetzen kann'): Elementare Abschitzungen (ein analoges Vorgehen findet m:
[9, § 7] liefern fur die Teilsummen q,, —; von (5.6)

e m— 1—mk(§2)
o w2 (1 - k())?

woraus sich (5.8) mit Hilfe von (1.9) und (2.8) ableiten lifit.

Wegen der Aquivalenz der Normen im C" kann man Abschiitzungen vom Typ (
natirlich nicht nur fiir die Euklidische Vektornorm [ly|l, := (yHy)¥2 y €C",.
dern fiir jede beliebige Norm beweisen. Ist der Rand 952 von £ ,,geniigend glat
so 1aBt sich noch mehr zeigen. Sei 6(s) (0 < s < Q) eine Parametrisierung von 0
beziiglich der Bogenlidnge 2. 852 gehort der Klasse C(p, «) an, wenn 6 p-mal ste
differenzierbar ist und 0® einer Lipschitz-Bedingung der Form

[0 () = 0PI (s <N |s—5"|* (0<s, s’ <) mit einer Konstanten \ geniigt.

Satz 5.2 [9, Theorem 22]. Ist
En(g, ) = min {max [g(2) — qm(@)| : qm € I, (vgl. (3.4}
FASEY

<

[k(E)]™ 1 (m=> 1)

1 —
1“'2 QmMI(Z)

der Fehler der gleichmdfigen polynomischen Bestapproximation vom Grad m
die Funktion g(z) = 1/(1 — z) auf §2, gehort 98 zur Klasse C(1, €) und ist T no
mal, so gilt die folgende Verschirfung von (5.8)

(5.9 lIx—ymll<SLIn(m-DEq,- (g DlIx—yell (m=3).

Hier bezeichnet || .|| eine beliebige Vektornorm im C", und L ist eine von m
unabhdngige Konstante.

6 Algorithmen

In den letzten Abschnitten haben wir eine Reihe analytischer Ergebnis
iber semiiterative Methoden zusammengestellt; jetzt suchen wir geeignete Alge
rithmen, um die zugehorige Vektorfolge {v o, m = o berechnen zu kénnen. Es ge
also um die Frage, wie man fiir eine gegebene Matrix P € P (vgl. (1.6)) die Vekto

m
(6.1) ym= 2 Tmx (m=0)
i=o0

bestimmt, wobei x; (j = 0) die Iterierten aus (1.2) bezeichnen. Natiirlich kénn
man dazu die Formel (6.1) direkt verwenden; dann miifite man allerdings alle ]
mente Ty ; (m 2 0, 0 <<j <m) von P bereitstellen und alle Iterierten X (0<j s
speichern — ein ziemlich aufwendiges Vorgehen. Hiufig ist die Matrix P durch
wenige Daten bestimmt, aus denen dann das Dreiecksschema der Koeffizienter
Tm,; aufgebaut wird (vgl. Beispiel 2.3; dort hingt P nur von einem Parameter a
In dieser Situation wird man versuchen, eine Rechenvorschrift fiir die y, zu fi

1) Nachdem L. deBranges 1984 die Bieberbachsche Vermutung bewiesen hat, laf3t
die Konstante ¢ hier und in der Fehlerabschidtzung (5.8) durch 1 ersetzen,
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den, bei der auf die explizite Bestimmung der 7, ; verzichtet werden kann. Aufier-
dem wird man eine rekursive Berechnung der y, anstreben: Wiinschenswert wiire
es, wenn man y,, aus den letzten k Ndherungen v, — 1, ¥m -2, . - +» Ym -k KOnstru-
ieren konnte.

Wie wir im zweiten Abschnitt gesehen haben, ist eine semiiterative
Methode auch durch die Vorgabe einer Knotenmatrix Kp= (5™ 51 1<icm
festgelegt. Wir nennen Ky spaltenkonstant, wenn in jeder Spalte von Kp durch-
gehend derselbe Knoten auftritt, wenn also gilt:

(6.2) E™=¢ firallem=iundi> 1.

Satz 6.1 [8, Theorem 5]. Ist die Knotenmatrix Xp spaltenkonstant, so lassen sich
die Vektoren yo, von (6.1) der von Kp induzierten semiiterativen Methode wie
folgt berechnen:

(6.3) Yu=Ym-1tlmlc=(T~"Dyn-y] (m=1) oder
(6.3 ym = [MaT +(1 =g ym - +lme (M= 1),
Dabei sind die Parameter ug, durch die Knoten &, tiber

(6.4) pm=1/(1-%y)
bestimmt.

Zum Beweis des Satzes 6.1 verwendet man neben der Darstellung (2.10)
der Vektoren v, aus Lemma 2.1 vor allem, dafd bei einer spaltenkonstanten Kno-
tenmatrix Kp die Polynome p,, in der einfachen Form

(6.5 po@=1; pm(z)= -Iz“_éﬁ Pm-1(z) (m=1)

m
geschrieben werden kdnnen. (6.3) ist als Iterationsverfahren bekannt unter dem
Namen nicht-stationdre Richardson-Extrapolation 1. Art. Fir ¢, = £, d. h.
M =p=1/(1-§), m>1, wird (6.3") zur stationiren Rekursion (1.16).
Damit ist auch gezeigt, daf die Rechenvorschrift (1.16) aus dem ersten Abschnitt
tatsichlich eine semiiterative Methode reprisentiert.

Wie kdnnen wir nun die Ergebnisse der letzten Paragraphen verwenden,
um die Parameter u,, in (6.3) ,,geschickt zu wiithlen*? Besteht die Matrix Kp aus
Knoten, die beziiglich einer kompakten Menge §2 € M gleichverteilt sind, so indu-
ziert Kp nach Satz 4.2 eine fiir £ asymptotisch optimale semiiterative Methode;
allerdings wird Kp i. allg. nicht spaltenkonstant sein. Um trotzdem Satz 6.1 benut-
zen zu konnen, wendet man den folgenden Trick an, den wir hier fiir das System
der Fejér-Knoten beschreiben, der sich aber auch bei anderen Knotenmatrizen
anwenden 1aft. Kurz gesagt, wir wihlen eine Teilfolge der Knoten, so daf einer-
seits die Gleichverteilung erhalten bleibt und andererseits sich eine spaltenkon-
stante Matrix ergibt.

Sei §2 € M; zusatzlich setzen wir voraus, daf die konforme Abbildung
von (4.2), die das Auflengebiet des Einheitskreises auf das Komplement von
abbildet, sich stetig auf den Rand der Einheitskreisscheibe ausdehnen 1at. Das ist
beispielsweise richtig, wenn der Rand von 2 eine Jordan-Kurve ist. Die Fejér-Kno-
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ten sind dann durch

(6.6) Ej(m).’:\]/(exp%%i%n—w (m=>1,1<j<m)

definiert. Sie sind gleichverteilt auf £ (vgl. [17, S. 68]), aber die Matrix Kp = (
ist sicher nicht spaltenkonstant. Fiir jedes j > 1 gibt es eindeutig bestimmte g:
Zahlen k und £ mit 28 <j<2K*lyndj= 28+ 1 << 2k,

Wir setzen ¢, = 1, § = exp [27i(22 — 1)/2* "], j> 1, d. h. § ist eine 2k* 1 te
Einheitswurzel, und dann

6.7) &=y (=1

Es ist nicht schwer zu sehen, daf} die Knoten {§;};> , ebenfalls gleichverteilt at
§2 sind; die zugehorige Knotenmatrix Ky ist aber spaltenkonstant, so dafs wir
Satz 6.1 anwenden konnen.

Ist das Ausgangsproblem x = Tx + ¢ reell, d. h. TE R*"und c € R", s
wird die Menge §2, die das Spektrum von T enthilt, symmetrisch zur ree
len Achse sein. In diesem Fall wird man sich bei der Anwendung des Ite
tionsverfahrens (6.3) auf reelle Arithmetik beschrinken wollen. Die Fejér-
Knoten E(m) nach (6.6) sind zwar komplexe Zahlen, aber ebenfdlls symmetn&
ZUr reellen Achse, d. h. zu jedem j, 1 <j <m, existiert ein j’, | <j < m, mit
E(m)—* E(‘“) Die ,,modifizierten** Fejér-Knoten nach (6.7) besitzen dann offen
eine analoge Symmetrieeigenschaft. Durch eine geeignete Kombination zweie
Iterationsschritte (6.3) kann daher auf komplexe Rechnung vollstindig verzic
werden (vgl. auch Opfer-Schober [39, Theorem 2.3]).

Erfiillen die Polynome py, nach (1.10) eine (k + 1)-gliedrige Rekursio
formel

K
(6.8)  Pm(2) = tm,0ZPm - 1(2) + Y Mm ;Pm—i(z2) (m=k)

i=1

mit komplexen Koeffizienten gy, ; (0 <j < k), so konnen die Vektoren y, V¢
(6.1) ebenfalls rekursiv berechnet werden. Wir beschreiben dies fiir k = 2:

Satz 6.2. Angenommen, die Polynome py, von (1.10) geniigen einer dreiglied
Rekursion der folgenden Form po(z) = 1;p1{(2) =7y ot Ty,12;

(6.9 Pm(2) = Um0z + bm, 1) Pm—1(2) + lin 2Pm—2(2) (m=2)

mit ;€ C,0<j <2, und Z Mm,; = 1, dann gilt fiir die Vektoren yn, von
i=o

Yo=Xo; Y1 Yot Ty 1To;

Ym = Ym-1T HEmofm—1" Um,2(Ym-1"¥Ym-2) (m=2),

wobei Ty = ¢ — (L= Ty, der zu v, gehdrige Residuenvektor ist.

(6.10)

Resultate dieses Typs findet man hiufig in der Literatur (vgl. etwa St
[51], Faddejew-Faddejewa [ 13, § 90]). Die wohl bekannteste und am haufigs
verwendete semiiterative Methode, die sogenannte Tschebyscheff-semiiterati
Methode, ordnet sich ebenfalls hier ein:
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Beispiel 6.3 (vgl. Manteuffel [32]). Dieses Verfahren wird von den Polynomen
2z~(a—~5)] [2~(a+ﬁ)
T e R

erzeugt (vgl. [53, Chapter 5]). Hier bezeichnen « und § komplexe Zahlen mit
1€ o, 8]l ={z=a+ M~ 0w 0< A< 1} und T,, das Tschebyscheff Polynom
1. Art vom Grad m, d. h.

To(z)=1;, T(@=z; Tu@=22T,.1(2z)— Ty 5z (m=2)

Mit den Abkiirzungen v == (8 —a)/2 und § := 1 — (« + §)/2 schlieffen wir aus
Satz 6.2, dafd sich die Iterierten y,, von (6.1) gemif (6.10) rekursiv berechnen
lassen. Durch

Pm (Z) = T‘m (m = O)

[12,0:25/(252_72); “2,2:5“2,0_ I und

(6.11) (v\2 1t
Mm, 0™ 6 - 5 Mm—-1,0

erhiilt man die zugehorigen Koeffizienten (vgl. [9, Section 3]).

5 Hm, 2T 0Um ol (m>2)

7 Euler-Verfahren

Wir wollen nun eine Klasse von semiiterativen Methoden beschreiben, die s
wohl giinstige analytische wie algorithmische Eigenschaften besitzen. Dazu miiss
wir neben den unendlichen Dreiecksmatrizen P und Q (vgl. (1.6) und (2.5)) nocl
eine weitere Transformationsmatrix V einfithren, durch die sich ein semiiterative
Verfahren beschreiben lif3t. Zunichst kann man die Vektorfolge {ym}m = o von

oo

(1.7) als die Partialsummenfolge der Reihe Y z; mit den Anderungsvektoren

i=o0
Z;'= y; ~ Y1, = 0,y := 0, auffassen. Entsprechend gibt es eine Matrix V, die
die Reihe (2.2) mit den Gliedern x,, ro, I'1, £, . . . direkt in die Reihe mit den

Gliedern zg, zy, 25, . . . transformiert. V beschreibt die durch P definierte Trans-
formation in der sogenannten Reihe-Reihe-Form (vgl. Zeller-Beekmann [59, S. 6
Von der ,,Folge-Folge-Matrix* P haben wir gefordert, daf alle ihre Zeilensumme
identisch gleich 1 sind. Da die Matrizen P, Q = PS und V iiber

(7.1) V:S”IPS):SHIQ; P=SVS'I; Q:SV

miteinander gekoppelt sind (S bzw. S™! gemiR (2.4)), besitzt die unendliche Dre
ecksmatrix V = (0j m)j> 0, 0< m <; die folgende Eigenschaft

(7.2)  po,o=1; p,0=0 (j=1).

Eine semiiterative Methode kann demnach durch eine der Matrizen P, Qund V
induziert werden; die beiden anderen lassen sich dann nach (7.1) berechnen.
Allgemeine Euler-Verfahren lassen sich am einfachsten durch ,,Reihe-
Reihe-Matrizen* V beschreiben. Bezeichnen wir mit D, := D(0, n) (vgl. Beispiel
3.3) die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt O und Radius n sowie mit ﬁn deren
Abschlufy, dann heil’t h eine Euler-Funktion, wenn eine offene Umgebung D vor
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D, existiert, so daf

(1) h in D meromorph und schlicht ist, und
(i) h(0) = 0, h(i) = 1 gelten.

Jede Euler-Funktion h ist in einer Nullumgebung holomorph, d. h. es g
eine Zahl v = v(h) > 0, so daf® wir h — und damit alle Potenzenvon h — in D, i
eine Taylorreihe entwickeln kdnnen:

(7.3) [h)™=: 3} pjmz), (m=0,1,2,...;]z|<w).
j=m

Die Koeffizienten {£; m}j> o, 0<j< m formen eine unendliche untere Dreiecks-
matrix V = V(h), die offensichtlich der Bedingung (7.2) genlgt. Deshalb sind d
Zeilensummen der nach (7.1) gebildeten Matrix P(h) = SV(h)S™! alle gleich 1,
daB P(h) bzw. V(h) tatsichlich eine semiiterative Methode induzieren. Wir nen
sie ein Euler-Verfahren (in der Summierungstheorie spricht man von einem alls
meinen Euler-Verfahren, vgl. [59, S. 132]), das durch die Euler-Funktion h de:
niert ist.

Aus (7.3) erkennen wir, dafd die m-te Spalte von V(h) gerade aus den
Reihenkoeffizienten von h™ besteht. Das bedeutet insbesondere, dafs die Matri
V(h) durch ihre erste Spalte vollstindig festgelegt ist. Bezeichnen wir mit (vgl.
(3.6))

(7.4) P ={P(h) : P(h) = SV(h)S™!, h ist eine Eulerfunktion} C P

die Klasse der Euler-Verfahren, so ist Py offenbar sehr viel kleiner als die Klass
aller Dreiecksmatrizen P, die eine semiiterative Methode erzeugen, denn die K«
fizienten einer Matrix P € P sind — aufler der Zeilensummenbedingung (1.8) —
keiner weiteren Einschrinkung unterworfen. Aus diesem Grund ist der nichste
Satz wichtig.

Satz 7.1 {9, Theorem 15]. Zu jedem 2 € M gibt es ein Euler-Verfahren, das eiy
asymprotisch optimale semiiterative Methode beziiglich S ist.

Zum Beweis geht man von der Funktion y nach (4.2) aus, die das Auf}
gebiet des Einheitskreises konform auf das Komplement von £ abbildet. Beze
net k = k(§2) den asymptotischen Konvergenzfaktor von £, so ist — bis auf ein
Rotation z = ¢z — durch

(7.5)  h(z) = 1/¥(1/(kz))

eine Euler-Funktion erklart, von der man zeigen kann, daf sie eine asymptotis
optimale semiiterative Methode erzeugt.

Ist eine Euler-Funktion h durch ihre Potenzreihe

Wz) = }: pi 1zt (vl (7.3))

j=1
gegeben, so lassen sich die Koeffizienten y; der Funktion

- 11
(7.6) Wz)=1/h(z) =— | = — @y~ Moz —M3z> —. ..
Mo \2Z
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leicht rekursiv bestimmen. Es gilt dann

Satz 7.2 [9, Theorem 4]. Es sei eine Euler-Funktion h und damit h := 1/h gemdfg
(7.6) gegeben. Die Vektoren y,, des von h erzeugten Euler-Verfahrens kénnen
dann folgendermaflen berechnet werden:

m m
(77) Yo~ Xo5 ym*lzuo{?m'l-Ym}_l' Z Nij+1—-j+(1“ Z “j)YO (m>0)

j=1 j=0
mittm=c—I-"Dygn.

Der Beweis folgt aus einem Koeffizientenvergleich: Aus der Identitit
h™~!=hh™ kann man Rekursionsformeln fiir die Elemente p; , von V(h) und
daraus dann (7.7) ableiten.

Kennen wir fiir ein £2 € M die Abbildung ¥ nach (4.2), so stehen uns nun
zwei Moglichkeiten zur Verfigung, eine in Bezug auf £ asymptotisch optimale
Methode zu konstruieren. Wir kénnen einmal das System der Fejérknoten bestim-
men und danach die Vektoren v, in der Form (6.3) einer nichtstationiren ein-
stufigen Richardson-Extrapolation berechnen, wie es in Abschnitt 6 beschrieben
wurde. Dazu benotigt man die eigentliche Abbildungsfunktion ¥ gar nicht, son-
dern nur die zugehorige ,,Rénderzuordnungsfunktion* (vgl. Gaier [ 16, Kap. 2]).
Wir erhalten eine zweite asymptotisch optimale Methode, wenn wir nach (7.5)
eine Euler-Funktion h bestimmen und dann die Vektoren y,, mit Hilfe von (7.7)
errechnen. Allerdings werden wir zur Konstruktion von y,, alle vorherigen Iterier-
ten y; (0 <j <m~— 1) bendtigen. Bei grofien Systemen ist dieser Weg demnach
nicht zu empfehlen. Aus diesem Grund ist auch das folgende Korollar niitzlich:

Korollar (zu Satz 7.2). Hat die Euler-Funktion h die spezielle Gestalt

HoZ
“/J.IZ_...“Mka ’

(7.8)  h(z) =7

k

W EC, Y u=1,s0genigen die Iterierten y,, des durch h erzeugten Euler-Ver-
i=0

fahrens der Rekursion

(7.9 ym=tolc+Tym-) T i¥m-1*. .. tiym—x (m=2k).

Insbesondere stellt dieses Euler-Verfahren also ein k-stufiges stationdres
Iterationsverfahren dar.

Im allgemeinen kann man aber wohl nicht davon ausgehen, daf’ die kon-
forme Abbildung ¢ nach (4.2) zu einer gegebenen kompakten Menge 2 € M
bekannt ist. Wie soll man dann vorgehen, um ein moglichst glinstiges semiitera-
tives Verfahren fiir £ zu konstruieren? Ein Weg, der auch von anderen Autoren
vorgeschlagen wurde (siehe etwa Opfer-Schober [39], de Pillis [43]), besteht
darin, £ in eine weitere Menge & € M (£2 g €)) einzuschliefen, fiir die man ein

asymptotisch optimales Verfahren kennt. Ist diese Methode etwa durch die unend-
liche Dreiecksmatrix P € P (1.9) induziert, so folgt

k() <k(Q,P) <k($,P)y=x(h) <1,
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was sich unmittelbar aus der Definition des Konvergenzfaktors und dem Verg
satz 4.3 ergibt. Mit anderen Worten: P induziert i. allg. zwar kein beziiglich £
asymptotisch optimales, aber zumindest ein konvergentes Verfahren. Palit sic
dariiber hinaus € gut an £ an — d. h. grob gesagt, ist 2\ Q eine | kleine Meng
so wird man erwarten, dafd sich «(§2) und k(£) nur wenig unterscheiden oder
anderen Worten, daf® die Matrix P ein ,.fast optimales Verfahren® fiir £2 induz

Dieses Vorgehen setzt allerdings die Kenntnis einer grofderen Anzahl v
,,Modellmengen* £ voraus, fiir die asymptotisch optimale semiiterative Meth
bekannt sind. Natiirlich wird man zusitzlich verlangen, dafs man diese Verfah
effektiv durchfithren kann. Es liegt deshalb nahe, Klassen von semiiterativen
Methoden zu betrachten, die diese Forderung erfiillen, und zu untersuchen, fi
welche Mengen wir asymptotisch optimale Verfahren erhalten. Diese Mengen
konnen dann als Modellmengen im oben beschriebenen Sinn verwendet werd:
Opfer-Schober [39] betrachtet beispielsweise die zyklische Richardson-Extray
tion, ein semiiteratives Verfahren, das durch eine spezielle spaltenkonstante K
tenmatrix (vgl. Abschnitt 6) induziert wird. Es stellt sich heraus, daf’ dieses V
fahren fiir Lemniskaten, d. h. fiir Mengen des Typs Q={z€C: Ip(2) | < o}
asymptotisch optimal sind. Hier bezeichnet py ein (festes) Polynom vom Grac
das durch die Wahl der Knoten festgelegt ist. Flir k > | kann es allerdings sch
rig sein, solche Lemniskaten zu konstruieren, weil dies letztlich bedeutet, das
Urbild einer Kreisscheibe unter der nichtlinearen Abbildung p, zu berechnen.
Wir wollen nun zeigen, daf’ Euler-Verfahren, speziell Euler-Verfahren der Ges
(7.8), eine Verfahrensklasse darstellen, die fir diese Zwecke gut geeignet ist.

Ist D, wieder die offene Kreisscheibe um den Ursprung mit Radius 7,
definieren wir fur eine gegebene Euler-Funktion h ihre maximale Ausdehnung
durch

(7.10) 7(h) = sup {n: hist meromorph und schlicht in D,}.
Sicher gilt 7(h) > 1 und wir erhalten

Satz 7.3 (vgl. [38, Corollary 2]). Sei h eine Euler-Funktion und sei b := 1/h
(vgl. (7.6)). Das zugehdrige Euler-Verfahren ist dann eine asymptotisch optin
semiiterative Methode in bezug auf die Mengen

(7.11) S,(h) = C\E(Dn), 1 <n<q(Mh).
Fiir diese 1 gilt
(7.12) x(S,(h)) = 1/n.

Wegen der Voraussetzungen an eine Euler-Funktion sind die kompak
Mengen S, (h) einfach zusammenhingend; ihre Rinder sind die Bilder der Kre
mit Radius n unter der Abbildung hi. Daf hier Bilder und nicht Urbilder wie |
der zyklischen Richardson-Extrapolation zu bestimmen sind, macht unsere A
gabe wesentlich einfacher.

Besonders leicht lassen sich die Bereiche S,(h) fiir die im Korollar zu
Satz 7.2 auftretenden Euler-Funktionen h(z) = (uez)/(1 — 1,2 — . . . — 425 a
ben. Fir k=11ist h := 1/h durch T(z) = (1 = (1 — wo) 2/(uyz) gegeben; die Mer
S,(h) sind abgeschlossene konzentrische Kreisscheiben mit dem Mittelpunkt
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1 = 1/ig und den Radien 1/(nluel), 1 <n <eo. Nach (7.9) kann man die Nihe-
rung y., dieses Euler-Verfahrens gemif

Vo = Mo TVm -1+ (1 = 1) Y =1 + KoC

berechnen. Ein Vergleich mit (1.16) zeigt, dafs wir hier das aus dem ersten
Abschnitt bereits bekannte Euler-Knopp-Verfahren erhalten haben.

Fiir k = 2 ist h = 1/h eine Abbildung vom Joukowski-Typ. h ist genau
dann eine Euler-Funktion, wenn |u,| << 1 ist, und es gilt 7(h) = 1A/ |1, 1. Als
Euler-Verfahren resultiert nach (7.9) eine zweistufige Methode, die manchmal
auch Richardson-Extrapolation zweiter Art genannt wird. Die Bereiche S,(h),

1 <17 < #(h), sind die abgeschlossenen Innengebiete von konfokalen Ellipsen,
deren Brennpunkte und Halbachsen durch die Parameter u, i, , i, und 77 bestimr
sind (vgl. [9, § 6]). Fir n = 7f(h) ergibt sich gerade das Intervall zwischen den Brer
punkten. Ist umgekehrt £ das Innengebiet einer Ellipse oder ein Intervall, so kan;
man Parameter gq, iy, 4, angeben, so dafd das zugehorige Euler-Verfahren asympf
tisch optimal fiir £2 ist (vgl. [9, § 6]).

Beispiele fiir die Fille k = 3 und k = 4 sind in {36] und [38, Example 4]
beschrieben.

Der nichste Satz stellt schliefilich die Verbindung zu Abschnitt 5 her:

Satz 7.4 [9, Theorem 21]. Sei 2 € M, bezeichne 1@ die konforme Abbildung nach
(5.1) und f*‘k (z) = F(z; 1/¥"), k = 0, die zugehdorigen verallgemeinerten Faberpo
nome nach (5.4). Aufierdem sei h die in Satz 7.1 beschriebene Euler-Funktion.
Dieses Euler-Verfahren ist dann identisch mit der in Abschnitt 5 beschriebenen
semiiterativen Methode, die von der Folge {Iz“k}k > o erzeugt wird. Umgekehrt kar
man auch jede dieser , Faber-Methoden * als Euler-Verfahren auffassen.

Die wichtigste Konsequenz dieses Satzes, bei dessen Beweis Satz 7.2 ver-
wendet wird, ist, dad man die Aussagen der Sitze 5.1 und 5.2 nun auf Euler-
Verfahren anwenden kann.

Die Anwendung von Euler-Verfahren zur iterativen Losung linearer Glei-
chungssysteme wurde von Niethammer [34] untersucht. Mit anderer Normierung
und ohne Bezug zur Summierungstheorie werden diese Methoden von Kublanovs
kaya [28] im Zusammenhang mit analytischer Fortsetzung behandelt (vgl. auch
Faddejew-Faddejewa [ 13, Kap. 1X]).

8 Ein Beispiel

Wir wollen nun versuchen, die Ergebnisse der letzten Abschnitte an
unserem Testbeispiel (vgl. Beispiel 1.1) zu illustrieren. Erinnern wir uns: Durch
Diskretisierung der partiellen Differentialgleichung (1.12) erhalten wir ein lineare
Gleichungssystem mit der Eigenschaft, daf} alle Eigenwerte des Gesamtschritt-
operators in einem Rechteck R, g€ M (vgl. (1.13), (1.14)) enthalten sind. Wie
wir in Abschnitt 3 erwihnt haben, sind Rechtecksgebiete auch aus einem anderer
Grund interessant: Mit dem Satz von Bendixson (vgl. Householder [ 25, S. 69])
kann man ein Rechteck konstruieren, das die Eigenwerte einer gegebenen Matrix
umfafit.
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In Beispiel 1.1 haben wir gesehen, daf das Gesamtschrittverfahren in
unserem Modellproblem nur in Ausnahmefillen konvergiert. In Beispiel 3.5 ha
wir dann eine erste semiiterative Methode in bezug auf das Gesamtschrittverfa
betrachtet: Das Euler-Knopp-Verfahren, das in diesem Zusammenhang oft Jac
Over-Relaxation (JOR-Verfahren) genannt wird, konvergiert — bei geeigneter
des Parameters p (vgl. (3.9)) — zwar immer, die Konvergenzgeschwindigkeit isf
allerdings fur ,,grof3e Rechtecke‘ sehr gering (siehe Tabelle 1).

Um festzustellen, mit welcher Konvergenzgeschwindigkeit wir bei eine
semiiterativen Verfahren hier (iberhaupt rechnen kénnen, miissen wir den Kon
genzfaktor x(R, ) des Rechtecks R, z bestimmen. Dieser ist per Definition da
Infimum von{xk(R, g, P) : P € P}; d. h. keine semiiterative Methode besitzt in
bezug auf R, ¢ einen Konvergenzfaktor, der kleiner als k(R ) ist. Die konfor
Abbildung ¢ nach (4.2), die das Auflengebiet des Einheitskreises auf das Kom,
ment von R, ; abbildet, und durch die «(R, ) bestimmt werden kann (vgl. (4.
(4.6)), lafit sich in Form einer Laurent-Reihe angeben (vgl. Ellacott { 10]). Dan
konnen wir einmal (R, ;) angeben (vgl. Tabelle 2), zum andern koénnen wir n
zwei in bezug auf R, ; asymptotisch optimale Verfahren konstruieren: Mit Hil
von (7.5) bestimmen wir eine Euler-Funktion, die ein solches Verfahren erzeu
Die zugehorige Vektorfolge {yu, b m » o it sich nach Satz 7.2 rekursiv berechn
allerdings werden zur Berechnung von y,, alle vorherigen Niherungen y,

(0 <k <m— 1) bendtigt. Da wir die Abbildung ¢ kennen, sind wir aber auch
der Lage, die zu R, ; gehorenden Fejér-Knoten nach (6.6) zu bestimmen. Wen:
wir dann den in Abschnitt 6 beschriebenen Trick anwenden, um zu einer spalt
konstanten Knotenmatrix zu kommen, so erhalten wir eine nichtstationire
Richardson-Extrapolation erster Art, die asymptotisch optimal fiir unser Probi
ist. Hier treten keine Speicherprobleme auf, auf der anderen Seite ist dieses Ve
fahren aber nur dann numerisch stabil, wenn man die Extrapolationsparametes
d. h. hier die Fejér-Knoten — geeignet numeriert (vel. Anderssen-Golub [2]).

Als nichstes wollen wir versuchen, das Rechteck R, ; in Standardgebie
einzuschliefien, fiir die wir optimale Methoden sehr viel leichter — d. h. ohne V
wendung der konformen Abbildung  — konstruieren kénnen. Im letzten Para
graphen haben wir behauptet, daft Euler-Verfahren, speziell solche, die von Eu
Funktionen der Form (7.8) erzeugt werden, fiir diese Aufgabe besonders gut
geeignet sind. Das werden wir nun fiir die Fille k = 1, 2 und 4 an unserem Test
beispiel 1.1 demonstrieren.

Zunichst ziehen wir aus dem Vergleichssatz 4.3 und Satz 7.3 eine unm
telbare Folgerung:

Lemma 8.1, Induziert P(h) ein Euler-Verfahren und ist 2 < M mir C S,(h) f
ein 1 <<n <q(h) (vgl. (7.10)), so folgt k(£2) < k(§2, P(h)) < 1/n. -

Sobald wir also das Rechteck R, 4 in einen der Bereiche S,(h) eingesch
sen haben, kennen wir eine obere Schranke fiir den asymptotischen Konvergen
faktor des zugehorigen Euler-Verfahrens. Beim einstufigen Verfahren mit Parar
ter u (vgl. (1.16)) ist S, (h) die abgeschlossene Kreisscheibe D(1 — 1/u, 1/|nul)
(siche Abschnitt 6). Wenn wir deshalb eine solche Kreisscheibe finden, die das
Rechteck R, 4, aber nicht den Punkt z = 1 enthilt, so konvergiert das einstufig
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Verfahren (1.16) mit einem Konvergenzfaktor, der héchstens gleich 1/n ist. Nun
gibt es natiirlich viele Kreisscheiben, die diese Bedingung erfiillen; man kann also
versuchen, den Konvergenzfaktor 1/n zu minimieren, was wir durch die Wahl des
Parameters u = i nach (3.9) in Beispiel 3.5 getan haben (vgl. Yeyios [56]). Der
Ausdruck ,,optimales Verfahren® ist hier allerdings nicht gerechtfertigt, denn wir
erhalten zwar das fiir unser Problem bestmogliche Verfahren der Form (1.16),
aber wegen Satz 4.3 keineswegs eine asymptotisch optimale Methode fiir R,, ;.

In dhnlicher Weise kann man nun versuchen, das Rechteck R, g mit Ellipsen ,,ein
zufangen’; hier ist es schon schwieriger, diejenigen Parameter zu finden, die zum
kleinsten Konvergenzfaktor (innerhalb der Klasse der stationédren zweistufigen Ve
fahren) fihren:

Satz 8.2 (Kjellberg [26], Young [57, Chapter 6.4]). Sei eine Euler-Funktion der Forr

< L
D hD) ==

S Mo, My, M €C, iio =1

gegeben. Der ,,optimale’ Konvergenzfaktor

(8.2) Ky :=min{l/n: R, C S,(h), hhat die Form (8.1) und 1 <n <7(h)}

ist die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung

2/3 1 — K2
i [ 2K

2/3

:1,

1+«?
2K

die im Intervall (0, 1) liegt.

a4

Die Parameter g, #4{, M,, die den Konvergenzfaktor x, nach (8.2) liefern,
lassen sich dann einfach angeben (sieche Hageman-Young [23, § 12.2], [38]).
Werte von «, fiir einige Rechtecke R, g findet man in Tabelle 2.

In Beispiel 6.3 haben wir ein nichtstationidres zweistufiges Verfahren,
nimlich das Tschebyscheff-Verfahren, erwiithnt. Diese Methode ist asymptotisch
stationir, d. h. die Koeffizienten uy,  (k=0, 1, 2, siehe (6.11)) streben fiir
m —> oo gegen feste Werte y, (vgl. Golub-Varga [19]). Mit Hilfe der Sitze Perrons
iiber die Losung Poincaréscher Differenzengleichungen (siehe [41]) kann man
daraus schliefen, daf sich die Tschebyscheff-semiiterative Methode asymptotisch
wie ein stationidres zweistufiges Verfahren verhilt. Damit ist «, nach (8.2) auch
der beste Konvergenzfaktor, den wir mit Hilfe eines solchen Tschebyscheff-Ver-
fahrens erzielen kdnnen.

Schlieflich wollen wir noch Funktionen der Form

MoZ
(83) h(»)= 1 2 (Hos Mo, s € R)

= M2 — gzt
betrachten. Es gilt

Lemma 8.3 (vgl. [7]). h nach (8.3) ist genau dann eine Euler-Funktion, wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind.

1
Mot Myt Hg=1, !u4|<-3" und || <1—py (fallspug=>0) oder

[y | <1+ 3p, (falls ugs < 0).
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Eine Wahl der Parameter ug, i, Mg, die diese Bedingung erflillen und dic
fur ein gegebenes Rechteck R, ; zu einem glinstigen — im Falle eines Quadrats
Ry, o sogar zum kleinsten - Konvergenzfaktor fihren, wird im folgenden Lemm
vorgeschlagen:

Lemma 8.4 (vel. {7]). Mir

(B4 4= |3+2/T+ 40/ )’ { = (1 i) (B~ ) e + ),

=201 = f15)/(a+ B)
hat die Gleichung

(8.5)  figk* + fik? + figk =1
genau eine Losung K, in (0, 1). Fir

(8.4") 14= fiahG, 1ty = PoKE, o = fioKs
ist h nach (8.3) eine Euler-Funktion. Dariiberhinaus gilt K(R, g, P(h)) = k,.

Daf} diese vierstufigen Verfahren in unserem Fall zu einem kleineren Ko
vergenzfaktor filhren als die optimalen zweistufigen Verfahren nach Satz 8.2, g
»rein anschaulich® aus Abbildung 1 hervor. Dort sind (fir h = 0,1 und A = 2,5,
d. h. o= 0,4755 und = 1,090) neben dem Rechteck R, ; die beiden einschliefs
den Bereiche Sl/m(h;) sowie Sy, (hy) (vel. (7.11)) gezeichnet. Dabei bezeichne
h, bzw. hy die Euler-Funktionen, die zum zweistufigen Verfahren nach Satz 8.2
bzw. dem vierstufigen nach Lemma 8.4 fiihren. Sy, ,(h,) pafst sich offensichtlic
sehr viel besser an das gegebene Rechteck R, ;4 an als S, s, (h2).

In Tabelle 2 sind einige Werte von k, fiir spezielle Rechtecke enthalten
(es wurde stets h = 0,1 gesetzt, vgl. auch Tabelle 1).

Z_.
Suglhd L
/ \
/ B \ L
/ \ 120
I e |
N
| |
3 ‘l o §~
| |
\ N [ \\\
_1_
Surhu)
\ /
\ L/
AN /
Nl

Abbildung 1 Abbildung 2
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Tabelle 2
A Ko (vel (8.2))  Kalvel (8.5))  K(Rgp)
1,25 0,5938 0,5122 0,5010
2,5 0,8069 0,7345 0,7117
10 0,9498 09279 0,9064
250 0,9979 0,9963 0,9956

Die letzte Zeile dieser Tabelle bedeutet beispielsweise, dafs fir A = 250
eine asymptotisch optimale Methode fiir das zugehorige Rechteck R, 4 (hier gilt
a=0,4755und f=118,9, vgl. (1.14)) um den Faktor In (0,9956)/In (0,9979) ~ 2,
schneller ist als das beste stationire zweistufige Verfahren oder das optimierte
Tschebyscheff-Verfahren. Das vierstufige Verfahren, dessen Parameter in Lem-
ma 8.4 gegeben sind, ist demgegeniber immerhin noch 1,76mal so schnell.

In Abbildung 2 wird nun das tatsiichliche Fehlerverhalten fir das lineare
Gleichungssystem aus Beispiel 1.1 mit A= 2,5 und h = 0,1 beschrieben. Getestet
werden das JOR-Verfahren (I, vgl. (1.16)) mit dem ,,optimalen® Extrapolations-
parameter nach (3.9), das stationire zweistufige Verfahren nach Satz 8.2 (1),
das vierstufige Verfahren nach Lemma 8.4 (1II) und die beiden oben erwidhnten
asymptotisch optimalen Methoden, namlich das optimale Euler-Verfahren (IV)
sowie die Richardson-Extrapolation 1. Art, die auf den Fejér-Knoten basiert (V).

Diese optimalen Verfahren haben zwar beide denselben Konvergenzfaktor
k=0,7117, trotzdem unterscheiden sie sich in threm Fehlerverhalten betrichtlich:
Wihrend sich die Fehlernorm beim Euler-Verfahren ungefihr wie «™ verhilt, ist
beim Fejér-Knoten-Verfahren ein |, wellenférmiger® Fehlerverlauf zu beobachten.
Dieses Phinomen 14f3t sich dadurch erkliren, daf wir nicht alie Fejér-Knoten
beriicksichtigen, sondern aus algorithmischen Griinden nur eine Teilfolge, ndm-
lich die 2%-ten Fejér-Knoten (k =0, 1, 2,...) verwenden (vgl. Abschnitt 6). Die
Fehlernorm |[€, 1|, wird sich deshalb nur dann wie k™ verhalten, wenn der Itera-
tionsindex m die Form m = 2¥ besitzt, was auch mit der in Abbildung 2 darge-
stellten Fehlerkurve V tibereinstimmt.

9 Erginzungen

Wir haben die Anwendung von semiiterativen Methoden, also letztlich
von Mittelungs- oder Limitierungsmethoden, auf die Losung linearer Gleichungs-
systeme, d. h. auf lineare Gleichungen im C" untersucht. Wir wollen noch auf die
Ergebnisse in allgemeineren Rdumen und bei nichtlinearen Gleichungen hinweisen.

Melencov und Muraev [33] betrachten, ausgehend vom Analogon von (1.1)
in einem linearen topologischen Raum und den Iterierten (1.2) Verfahren der Forn
(1.7), stellen dabei aber vor allem limitierungstheoretische Aspekte heraus. Niet-
hammer und Schempp [37], [48] betrachten in Verallgemeinerung von [34] die
Anwendungen allgemeiner Euler-Verfahren bei linearen Gleichungen in Hilbert-
und Banachriumen.
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Ist
9.1) x=9x)

eine Fixpunktgleichung in einem Banachraum, so konvergiert das Verfahren ¢
sukzessiven Approximation X, = ¢(Xy —;) (m 2 1) gegen einen Fixpunkt, we
kontrahierend ist. Zur Abschwichung der Kontraktionsbedingung schligt Mas
[30] die Anwendung von Mittelungsmethoden auf die Folge {xy } 1 = o vOr. At
dem gleichen Grund betrachtet Schaefer [47] eine Iteration der Form (1.16),
schon vorher von Krasnoselskii [ 27] fiir den Fall g = 1/2 untersucht wurde.
Reinermann [44] betrachtet (1.16) bei variablen Koeffizienten p,, und stellt ¢
Verbindung mit dem Ansatz von Mann her; er weist auch auf den Zusammen-
hang mit Euler-Knopp-Summierung hin. Eine Ubersicht iiber diese und weiter
Arbeiten gibt Mann [31]; ihnen allen gemeinsam ist, daf’ sich die Voraussetzu
an ¢ nur von kontrahierend zu ,,nicht expandierend®, d. h. {lo(x) —¢(y) |l <
[Ix — y|l, abschwiichen Lifit.

Ausgehend von der Erfahrung, dafs haufig Methoden, die sich bei line:
Problemen global bewihren, sich auch bei nichtlinearen Aufgaben lokal erfol;
reich einsetzen lassen, wurden von Gutknecht, Niethammer und Varga [22]
k-stufige Verfahren der Form (7.9) bei Gleichungen der Form (9.1) im C" unt
sucht; unter der Voraussetzung, dafs lokal ein eindeutiger Fixpunkt existiert,
sen sich auch bei expandierendem g lokale Konvergenzaussagen beweisen. Gu
knecht und Kaiser [21] verallgemeinern diese Ergebnisse auf Gleichungen in
Banachriumen.
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