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Zur Konvergenz des symmetrischen Relaxationsverfahrens

G. Alefeld und R. S. Varga*
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On the Convergence of the Symmetric SOR Method

Summary. For the iterative solution of the matrix equation Ax=>5 by means of
the (point) symmetric SOR method (called the SSOR method), the basic convergence
analysis of this iterative process has been developed in the literature only for the case
when 4 is Hermitian and positive definite. With the help of the theory of regular
splittings, a more general convergence analysis of this iterative method is obtained,
under the weaker assumption thet A4 is a nonsingular H-matrix.

1.
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem
Ax=b
mit einer nichtsinguldren (komplexen) Matrix 4 und einem (komplexen) Vektor &.
Die Matrix 4 sei zerlegt in
A=D—-L-U.
Dabei bezeichnet D eine Diagonalmatrix, L eine strenge untere und U eine

strenge obere Dreiecksmatrix. Zur Aufldsung des linearen Systems 4x=15 be-
trachten wir das folgende Verfahren

tpi3=(D—wLl){(1—w) D+ U} x,+o(D—wl)'b
G =D—oU)H{(1—0) D+wl} % ;+oD—0lU)?1b
(@>0), k=0,1,2,....
Setzen wir abkiirzend
S,=S,(A)=D—oU)*{1—-w) D+wl}(D—wl)*{(1—w) D+wU},
c=w2—w)D—wU)2D(D—wol)1b,
so 14Bt sich dieses Verfahren in der iiblichen Form

Xpa1=S, %,+¢, £=0,1,2,...,

schreiben. Dieses Verfahren ist in der Literatur als symmetrisches SOR-Ver-
fahren (SSOR-Verfahren), fiir w=1 als symmetrisches Gauss-Seidel (oder sym-
metrisches Einzelschrittverfahren), bekannt (s. etwa [3] und [4]). Es ist neuer-
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dings hiufiger als Ausgangsverfahren fiir die Durchfithrung eines semi-iterativen
Verfahrens betrachtet worden (s. etwa [4]—[6]). Das SSOR-Verfahren konver-
giert genau dann fir jeden Anfangsvektor gegen die Losung des gegebenen

gegebene Literatur).

Unter Verwendung des von R, S. Varga in [3], Seite 87 eingefithrten Be-
griffs der reguliren Zerlegung ciner Matrix beweisen wir in dieser Note einen all-
gemeinen Satz {iber die Konvergenz des SSOR-Verfahrens, mit dem sich dann
mehrere einfache Kriterien angeben lassen. Die verwendete Beweisidee wurde
bereits von U. Kulisch in [1] beim Beweis entsprechender Aussagen fiir das
(gewthnliche) SOR-Verfahren verwendet.

2.

Wir bezeichnen im folgenden mit €™” dje Menge aller % x n-Matrizen 4 — [a;;]
mit komplexen Elementen. Entsprechend ist R”” definiert. €%" bezeichnet die
Menge aller % X n-Matrizen mit komplexen Elementen, bei denen alle Diagonal-
elemente von Null verschieden sind. ~ '

Fir eine beliebige Matrix 4— [a;;]€C»™ ist die Vergleichsmatrix MA)=
[a;;]€R™" definiert durch

o= |a,], 1 <0<,
w=—la,|, i4j, 1=q 1<

Weiter ist fiir eine beliebige Matrix 4 — [@;;1€C™* die Menge der Aquimodular-
matrizen definiert als . ’

QA)={B= [b;;]eC™”: ‘bii!:]aiy']’ 1 =7, 7§n}

4 und M (4) sind Elemente von £2(4). 7
Fiir eine beliebige Matrix 4 — [2;;1€CR", =2, wird mit D— diaglayy, ..., a,,]
und der Einheitsmatrix 7 die Jacobimatrix J(4) durch 4 =D(I— J(4)) definiert.
Mit g (4) wird der Spektralradius der Matrix A bezeichnet. ' '
SchlieBlich kann jede Matrix B— [0;;]€R™* mit b,; <0, isk7, 1<, 1<a,
in der Form
B=<I—C
mit 7= Jmax {b;;} und einer nichtnegativen Matrix C— [¢;;] geschrieben werden,
=t1=n
wobei die Elemente von C definiert sind durch

Cii‘:r“biigol 1§1§%,
C;j=—b;; =0, =7, 1<, i =mn. ’
Eine solche Matrix B heiBt nach Ostrowski (2] wmichtsingulire M-M atrix, wenn

7>9(C) gilt. Eine Matrix A€ C*" heiBt nach Ostrowski [2] nichtsinguliye
H-Matrix, wenn IM(4) eine nichtsingulire M-Matrix ist,
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Wir beweisen jetzt den folgenden

Satz. Es sei 4 ={[a;;,]€C%”, n=2. Dann sind die beiden folgenden Aussagen
dquivalent:

a) A ist eine nichtsingulire H-Matrix:

b) Fiir alle BeQ(4) und alle  aus dem Intervall 0<w<2/[t+o(|J(4)])]
ist das SSOR-Verfahren konvergent.

Bewess. a) = b). Aufgrund der Theoreme 3.8 und 3.10 in [3] ist M (4) genau
dann eine nichtsingulire M-Matrix, wenn

o(J@M(A)=e(lJ(B)]) <1
fiir alle Be£ (4) gilt. Sei nun BeR(4) und
B=D(B)—L(B)— U(B)

die Zerlegung in eine Diagonalmatrix und strenge untere bzw. obere Dreiecks-
matrizen. Die Abhingigkeit der Zerlegung von B wird im folgenden zur Verein-
fachung der Schreibweise unterdriickt. Wir setzen weiter zur Abkiirzung

L=p=L, U=D=vU.
Damit 148t sich S, in der Form
So=UI—oU) (1 —0) I+oLl}(—wl){1—w) [+ol}
schreiben.
Wegen
{1—w) Itol}(I-0l)'=(—-0l) {1 -0) I+ol}
gilt weiter
So=U—=0U) (- 0L) {1 —0) I+ oL} {1 —w) [+oD).
AuBerdem gilt wegen
|I—00)? | (I —w|0))?

und
|I—wl)t|<(—o|L)*
die Ungleichung
|Sa] =3,
mit

So=—0|U) (-0l L) 10| I+o|L}{t—o| I+o|T]}.

Wir betrachten nun die Matrix

und die Zerlegung
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mit
. 1 N N
M= SagTimay -l L) (I—w|T)),

~

Mzm(“—wff“}‘wiz“ (1—o] I‘*““IUU

, =9, s0daB M — N, eine
reguldre Zerlegung von 4, ist (s. (3], S. 88, Definition 3. 5). Wegen

Es gilt S, = M3 N. Offensichtlich ist 7> 8, und '

ngi.t,:o;ﬂ]_f](g)’ — 3_.__|:);€”_I(]_—1-—_T20:U—I ]](B)[)

ist nach [3], Seite 83, Theorem 3.8,

e e .. 2
Ao SR Moo elBh <t dhfir oo <o b

Somit gilt fiir diese Werte von w nach [3], Seite 89, Theorem 3.13 die Ungleichung

0(S,) <1. Nach [3], Seite 47, Theorem 2.8 gilt

e(S.) =e(lS.]) =0(S,).

Somit folgt die Behauptung 0(S,) <1 fiir Werte von w aus dem angegebenen
Intervall.

b) =>a): S, sei wie im ersten Teil des Beweises definiert. Es ist 9% (4)eQ (4)
und wegen S, =S, (M (4)) fir 0<w <1 gilt nach Voraussetzung o ($) <1 fiir
alle hinreichend kleinen o > 0.

Fir 0<w =1 gilt fiir die oben betrachtete Matrix A, die Beziehung 4, =
I—|J(4)|. Wegen S,=M;*N, =9 und 0(S,) <1 fiir alle hinreichend kleinen
@ >0 existiert nach Theorem 3.8 in [3] die Inverse (I —§w)“1, und es gilt

O<(I—8) =1 —M;'N,) =41 i1 .

W

Wegen M;1=0 folgt daraus
A= (I—|J(B))r=(I— 0 (A))*=9.

Wegen J(M(4)) =0 folgt durch nochmalige Anwendung von Theorem 3.8 in 3]
die Ungleichung o (J(R(4))) <1, d.h. I (A4) ist eine nichtsingulire M-Matrix,
oder was das gleiche ist, 4 ist eine H-Matrix.

Aus dem bewiesenen Satz lassen sich jetzt einige einfache Aussagen tiber das
SSOR-Verfahren herleiten. Ohne Vollstandigkeit anzustreben, geben wir zwei
solche Aussagen an.

Korollar 1. 4 sei eine streng diagonaldominante oder irreduzibel diagonal-
dominante komplexe Matrix (s. [3], S. 23). Dann konvergiert das SSOR-Verfah-
ren fiir alle BeQ(4) und alle 0 <w < 2/[1 +o(|J(B)])]. Insbesondere konvergiert
das symmetrische Einzelschrittverfahren.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem obigen Satz unter Beriicksichti-
gung der Tatsache, daB in diesem Falle fiir alle BeQ(4) gilt o(J(M(A4)))=
o([J(B)]) <1, daB also M (4) eine nichtsinguldre M-Matrix ist (s. etwa [3], S. 74).
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Korollar 2. A4 sei eine M-Matrix. Dann konvergiert das SSOR-Verfahren
fiir alle Bef2(4) und alle 0 <w <<2/[1+p0(J(4))]. Insbesondere konvergiert das
symmetrische Einzelschrittverfahren.

Fiir eine M-Matrix 4 gilt M(4)=4. Damit folgt die Behauptung aus dem
obigen Satz.
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